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CONTENU DE CE DOCUMENT

Nous rappelons I'organisation de 1’épreuve, annoncons une nouveauté des éditions fu-
tures, puis faisons des remarques générales sur son déroulement cette année. Nous faisons
ensuite un court compte-rendu, essentiellement statistique, pour chacun des quatre sujets.
Nous proposons ensuite nos corrigés : certains comportent des éléments de réponse pour
la partie orale, un autre une correction en OCaml, un autre une correction en Python.

ORGANISATION DE L’EPREUVE

L’objectif de cette épreuve est d’évaluer la capacité de mettre en ceuvre une chaine com-
pléete de résolution d’un probléme informatique, a savoir la construction d’algorithmes, le
choix de structures de données, leurs implémentations, et I’élaboration d’arguments ma-
thématiques pour justifier ces décisions. Le déroulement de I’épreuve est le suivant : un
travail sur machine d’une durée de 3 h 30, immédiatement suivi d’'une présentation orale
pendant 20 minutes.

Juste avant la distribution des sujets, les candidat-es disposent d’une période de 10 mi-
nutes pour se familiariser avec I’environnement informatique et poser des questions aux
surveillants si elles ou ils rencontrent des difficultés d’ordre pratique.

Un sujet contient typiquement une dizaine de questions écrites et une dizaine de ques-
tions orales. Tous les sujets commencent par la génération pseudo-aléatoire d’entrées
pour le probléme étudié. Nous invitons fortement les candidat-es a se familiariser a I’avan-
ce avec la maniere dont ces suites pseudo-aléatoires sont générées et utilisées dans les
sujets précédents afin de gagner du temps le jour de I’épreuve. En particulier, les suites
pseudo-aléatoires dépendent d’un u( qui est donné individuellement a chaque candidat-e
au début de ’épreuve.

Les questions écrites attendent des réponses purement numériques. Chaque question
requiert 'implémentation d’un algorithme et son utilisation sur les entrées générées au
début du sujet. Une question est typiquement divisée en sous-questions pour des entrées
de plus en plus grandes, ce qui permet de tester I'efficacité de I’algorithme mis en ceuvre. A
la fin de la partie pratique, les candidat-es remettent au jury une fiche-réponse contenant
les réponses numériques aux questions écrites.

Une aide précieuse est donnée aux candidat-es sous la forme d’une fiche-réponse type
pour ug. Cette fiche permet de vérifier I'exactitude des réponses pour une graine différente
du ug de la candidate ou du candidat. Il est tres fortement recommandé, comme indiqué
dans lintroduction des sujets, de vérifier que le générateur aléatoire se comporte comme
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attendu avec la graine ug, pour chaque question. Les examinateurs ont encore eu quelques
(rares, heureusement) cas de candidat-es traitant le sujet avec un générateur faux et donc
sans possibilité de diagnostiquer efficacement leurs erreurs.

Les questions orales sont de nature plus théorique et sont destinées a étre présentées
pendant oral. Le déroulement de I’oral est le suivant : nous commencons par demander de
présenter le plus efficacement possible les questions orales préparées pendant la premiére
phase et, s’il reste du temps, s’ensuit une discussion avec le jury sur les questions non
traitées. La présentation orale vise a évaluer la bonne compréhension du sujet et le recul
des candidat-es. Les examinateurs s’efforcent d’aborder toutes les questions préparées
pendant la premieére étape, et, suivant le temps disponible, des extensions de ces questions
ou des questions qui n’ont pas été traitées par manque de temps. Pour réaliser un bon oral,
il est important de prendre le temps de réfléchir aux questions a préparer mentionnées
dans le sujet et de préparer suffisamment de notes au brouillon pour étre capable d’exposer
clairement les solutions au tableau.

La partie écrite de I’épreuve représentait cette année de I'ordre de 60 % de la note
finale, le coeflicient exact variant suivant le sujet. On observe dans ’ensemble, mais pas
systématiquement, une bonne corrélation entre les résultats obtenus aux deux parties.

NOUVEAUTE DU CONCOURS 2022 : LECTURE DE FICHIERS OU DE L’ENTREE STANDARD

Pour les éditions futures du concours, nous souhaitons diversifier I’évaluation de cette
épreuve. Ainsi les candidat-es pourront étre amené-es a devoir lire entrée standard, ou
bien des fichiers contenant des instances d’objets. Le cas échéant, nous fournirons des
bouts de code sur la clé USB fournie. En voici quelques exemples.

Lecture d’un fichier. On suppose que les données se trouvent dans fichier.txt et que
I'on souhaite récupérer une liste de chaines de caractéres contenant pour chaque ligne un
élément dans la liste :

fichier.py Code Python 3

with open('fichier.txt') as f:
lignes = []
for ligne in f:
lignes.append(ligne.strip()) # Enlever le \n final
# Alternativement aux trois lignes qui précédent on peut utiliser
# la ligne sutvante :
lignes = f.read().splitlines()

fichier.ml Code OCaml 4.04

let lignes =
let fichier = open_in "fichier.txt" in
let str = really_input_string f (in_channel_length f) in
close_in f;
String.split_on_char '\n' str

Pour les versions précédentes d’OCaml, il est possible d’obtenir la méme chose avec
d’autres fonctions de la bibliothéque Str, a condition de I'importer avec open Str.

Lecture de I'entrée standard. Supposons que I'entrée standard contienne la hauteur, la
largeur, et le contenu d’une grille au format ASCIL
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Entrée standard

|

HHHHH
#...#
HHHHH

Note. Le contenu d’un fichier entree.txt peut aussi étre lu via 'entrée standard en
lancant le programme d’une des facons suivantes :

python entree.py < entree.txt
ocaml entree.ml < entree.txt

ou entree.py et entree.ml sont les programmes lisant sur 'entrée standard suivants :

entree.py Code Python 3

hauteur = int(input())

largeur = int(input())

grille = []

for _ in range(hauteur):
grille.append(input())

entree.ml Code OCaml

| r

let hauteur = read_int ()
let largeur = read_int ()
let grille = List.init hauteur (fun _ -> read_line ())

REMARQUES GENERALES

Ecriture du programme. Dans certains cas, les examinateurs ont inspecté le code des
candidat-es afin de lever certaines ambiguités lors de leur présentation de leurs algo-
rithmes. Cela était possible uniquement pour les candidat-es qui avaient soigné la lisibilité
de leur code, et seulement si les réponses aux questions étaient facilement identifiables
et exécutables. Nous conseillons ainsi aux candidat-es de soigner la lisibilité de leur code.
Les candidat-es peuvent s’inspirer des propositions de corrigés fournies en annexe de ce
rapport.

Par ailleurs, plusieurs candidat-es mélangent le 1y commun a tous les sujets pour tester
leur code et le ug de leur code. Pour éviter cela, nous recommandons fortement d’éviter
les copier-coller avec une version du code pour le ug et une pour le ug, et plutot de lire le
ug dans une variable et d’exécuter tout le code avec, cf. les différents corrigés proposés.

La durée de I'oral étant courte relativement au nombre de questions pouvant étre trai-
tées, nous conseillons aux candidat-es de préparer une réponse précise mais intuitive plu-
tot que de se perdre dans une preuve laborieuse au tableau. Si le jury n’est pas convaincu
par un argument simple, il sera toujours possible de le convaincre par une preuve détaillée
sans que cela impacte la note finale. Inversement, si le jury est convaincu par un raison-
nement intuitif, la candidate ou le candidat dispose alors de plus de temps pour aborder
des questions globalement peu traitées et donc susceptibles de rapporter beaucoup de
points. Par exemple, nombre de candidat-es se lancent dans d’interminables preuves par
induction alors qu’il existe parfois une explication intuitive immédiate : nous encoura-
geons les candidat-es a favoriser la seconde. La capacité a exposer un argument formel
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pour répondre a une question est évaluée dans le cadre de I’épreuve d’informatique fon-
damentale, tandis que 1'objet de l'oral ici est de s’assurer que les candidat-es font le lien
entre la résolution d’un probleme informatique dans un cadre formel inédit et sa mise
en pratique. Le jury saura donc apprécier le recul que démontre un argument simple et
intuitif par rapport a une suite d’arguments formels désincarnés.

Sur la gestion du tableau, nous invitons les candidat-es a éviter I’écueil suivant : écrire
tout leur raisonnement au tableau et ainsi perdre beaucoup de temps. L’écueil inverse,
de ne pas utiliser du tout le tableau est plus rare, mais il rend parfois le raisonnement
difficile a suivre. Il est difficile de donner une regle générale sur 'utilisation du tableau
mais quand la preuve s’explique bien par un exemple ou un dessin, alors il ne faut pas
hésiter a faire le dessin au tableau (par exemple de donner un petit graphe d’exemple) et
ensuite de faire la preuve dessus a l'oral. Si le ou la candidate veut se lancer dans une
preuve par induction, il peut aussi étre intéressant d’écrire I’hypothése mais pas tout le
raisonnement.

Certaines questions orales demandent aux candidat-es de présenter leur algorithme
et d’analyser leur complexité. Nous encourageons vivement les candidat-es a présenter
leurs algorithmes de fagon claire et concise. Contrairement a ce que nous avons parfois pu
constater, il ne s’agit pas de recopier un programme en pseudo-Python ou pseudo-Caml
au tableau. Il faut s’efforcer de présenter (uniquement) les étapes clés de I’algorithme,
en langage naturel si possible, afin de supporter efficacement ’analyse de complexité
par la suite. En particulier, il est essentiel d’identifier clairement la structure itérative
ou récursive d’un algorithme. Trop souvent, des candidat-es se sont trompé-es entre une
complexité en O(m + n) et une complexité en O(m x n) a cause d’une présentation de
I’algorithme trop confuse. On visera donc a étre a la fois concis-e sans pour autant sacri-
fier la précision de la présentation. Enfin, ce type de question ne doit pas empécher un-e
candidat-e de proposer un algorithme simple (accompagné d’une analyse de complexité
correcte) méme si I'implémentation de I’algorithme en question n’a pas été achevée du-
rant la partie pratique de I’épreuve. Si algorithme proposé est en réalité trop naif pour
traiter les instances proposées dans le sujet, le jury saura apprécier un regard critique sur
I’algorithme qui exploiterait ’analyse de complexité.

Nous conseillons tres fortement aux futur-es candidat-es de s’entrainer a faire un ou
deux sujets et a lire des corrections pour avoir une idée des subtilités algorithmiques qui
les attendent et maitriser les premiéres questions et choix de structures algorithmiques
qui sont similaires d’un sujet a l'autre.

Langages de programmation. Les sujets sont de difficulté équivalente dans les divers
langages Python et OCaml. Nous notons une tendance générale & utiliser plutét Python
que OCaml. Certains éleéves hésitent et passent du temps a chercher le meilleur langage
pour le sujet. Ceci est une perte de temps, les sujets sont calibrés pour étre implémen-
tables avec le méme niveau de difficulté en OCaml et en Python. On conseille donc aux
candidat-es de choisir a ’'avance un langage qu’ils connaissent le mieux. Cela permet
de s’entrainer pour bien connaitre et éviter les problémes et limitations liées au langage.
Souvent, des candidat-es se lancent en Python sans se rappeler, par exemple, que dans ce
langage les appels récursifs sont limités par défaut a 1000 (cf. sys.setrecursionlimit)
et que les listes sont représentées par des tableaux.

Pour finir, nous voulons aussi conseiller aux candidat-es d’étudier les structures de
données basiques pour chaque langage. La différence en efficacité d’'un programme qui
utilise une liste au lieu d’un tableau est tres visible dans ce type de sujet. Cela ne veut
pas dire que pendant I'oral nous espérons avoir tous les détails de I'implémentation. Au
contraire, les meilleur-es candidat-es se focalisent peu sur I'utilisation ou non d’une liste
ou d’une table dans leur propre implémentation.


https://docs.python.org/3/library/sys.html#sys.setrecursionlimit
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Exemple. Nous terminons par un exemple, la présentation d’un algorithme de parcours
de graphe. Voici les quatre phrases que I'on attend pour une telle question.

— Un algorithme de parcours de graphe part d’'un sommet et suit les arétes pour visiter
les sommets du graphe connectés au sommet original.

— L’ordre de traitement des arétes est déterminé par le choix du parcours : en largeur,
on traite en priorité les arétes par distance croissante au sommet original, et en
profondeur, on traite en priorité les arétes sortant du dernier sommet visité. Ceci
induit la structure de donnée utilisée : une file (FIFO) pour un parcours en largeur,
une pile (LIFO) pour un parcours en profondeur.

— Dans les deux cas, chaque aréte est mise dans la structure de données exactement
une fois, ce qui est assuré par un tableau de booléens déterminant si un sommet a
déja été visité ou non.

— La complexité du parcours est ainsi O(n + m), ot n est le nombre de sommets et
m le nombre d’arétes.

SujeT 1 : COMPTAGE DE MOTS RECONNUS PAR UN AUTOMATE.

Ce sujet abordait différentes stratégies pour compter le nombre de mots ou de facteurs
d’un mots acceptés par un automate donné. Le sujet commence de facon classique par
la génération de mots et d’automates avant de passer au décompte des mots ou facteurs
acceptés par I'automate et enfin de passer au cas d’'un mot réguliérement mis a jour.

Pour la partie écrite, les questions Q1 a Q4 étaient de purs exercices de programmation
et ont été correctement traitées par presque tou-te-s les candidat-es. Les questions Q5 a
Q7 nécessitaient une légeére réflexion algorithmique pour obtenir les bonnes complexités
et ont été bien réussies par une trés large majorité des éléves. Les questions Q8 et Q9 ont
été déterminantes dans ce sujet. Une moitié des candidat-es a réussi a obtenir tous les
points sur Q8. Beaucoup de candidat-es ayant réussi Q8 ont abordé Q9 mais tou-tes n’ont
pas vu la subtilité qui consistait a choisir le meilleur des deux algorithmes entre Q8 et Q7.

Le sujet était probablement plus court que d’ordinaire mais le jury a été agréablement
surpris par le fait que plusieurs éléves ont attaqué et réussi les derniéres questions : Q10
a été réussie par 7 éleves et Q11 par 3. Le jury est impressionné de ces 3 éléves qui ont
fini le sujet écrit et ces éléves ont obtenu de trés bonnes notes mais aucun-e n’a obtenu la
note de 20/20, peut-étre aurait-il fallu mieux préparer la partie orale ?

Comme a lordinaire, il y a une trés forte corrélation entre la réussite a ’écrit et a
l'oral, méme si certain-es candidat-es ont pu gagner des points grace a des idées non
transformées en code faute de temps, ou de perdre des points, n’ayant pas pu justifier
certaines propriétés ou complexités correctement. L’oral est aussi 'occasion pour le jury
de constater que certain-es ont des choix tres fantaisistes pour les structures de données
ce qui généralement se traduit par peu de questions écrites réussies. Ce probléme est
probablement lié au manque d’entrainement.

Ecrit Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9 Q10 OQ1i1
Tous les points 95 100 100 97 8 84 76 53 37 18 8
Réponses partielles 100 100 100 100 95 92 87 71 53 18 8

Oral Q01 Q02 QO3 Q04 QO5 QO6 QO7 QO8 QO9

Tous les points 87 76 89 87 37 32 45 16 5
Réponses partielles 100 100 100 100 92 79 63 32 18

TaBLE 1. Taux de candidat-es ayant répondu a chaque question du sujet 1
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SUJET 2 : COMMENT COUPER LA POIRE EN DEUX ?

Ce sujet abordait la question du partitionnement de graphe en deux parties de poids
équilibrés tout en modérant le nombre d’arétes a cheval entre les deux parties. Le sujet
commencgait ainsi par la génération pseudo-aléatoire de graphes simples. Une deuxiéme
partie s’intéressait alors au cas ou I’on partitionne le graphe en deux parties ayant le méme
nombre de sommets, plusieurs heuristiques étant étudiées. La troisiéme partie s’intéres-
sait au cas des graphes planaires, qu’il fallait donc générer, avant de calculer des arbres
couvrants, permettant ainsi une heuristique de faible complexité.

La question écrite Q1 n’a posé aucun probleme. Pour la question écrite Q2 il était
important d’éviter une complexité quadratique qui a empéché quelques candidat-es de
pouvoir obtenir les résultats les plus lourds pour Q2 et Q3. La question orale QO1 a permis
d’expliquer cette difficulté. La QO2 a permis de discuter de la structure de données a
utiliser. Puisque par construction les graphes comportaient O(n - y/n) arétes, l'utilisation
d’une matrice d’adjacence ou de listes d’adjacence pouvaient toutes deux se justifier. La
plupart des candidat-es ont pu motiver leur choix.

La question écrite Q4 a commencé a étre déterminante. La plupart des candidat-es a
pu obtenir les premiers résultats, mais les résultats sur de grands graphes nécessitaient
de soigneusement mémoriser le poids de la coupe en cours de considération pour éviter
d’avoir a le recalculer a chaque étape. Seul un quart des candidat-es a pu obtenir tous les
résultats pour Q4. La Q5 accentuait cette difficulté, et seul un sixieme des candidat-es a pu
obtenir tous les résultats pour Q5. Cette difficulté se ressent également sur les questions
orales QO3 et QO4. Diverses optimisations étaient possibles. Seul-es quelques candidat-es
ont su en tirer entiérement parti, mais la moyenne a la question QO3 est de 54/100. La
question orale QO5 était 'occasion de donner une intuition sur le comportement concret
de 'heuristique proposée. Elle a en général été bien abordée. La QO6 précisait la question
ce qui exigeait un raisonnement vraiment correct. Ce sont essentiellement les quelques
candidat-es qui ont pu obtenir tous les résultats pour Q4 et Q5 qui ont pu aborder Q6.

Pour la question écrite Q7, les candidat-es n’osent pas implémenter un algorithme naif
sous prétexte qu’il a une complexité exponentielle. n était explicitement petit (au plus 24),
c’était donc effectivement ce qui était attendu, et méme un algorithme trés naif pouvait
fournir les réponses pour les graphes de petite taille. Certain-es candidat-es sont effecti-
vement allés y chercher quelques points. Pour obtenir tous les résultats il était nécessaire
d’éviter les recalculs de poids et éviter d’énumérer toutes les partitions possibles pour
réduire la complexité (qui bien siir reste exponentielle). La question orale QO7 était 'oc-
casion d’expliquer au moins ’approche simpliste méme si elle n’avait pas été implémentée.
Peu de candidat-es savent faire une exploration exhaustive correctement.

La génération de graphes planaires et leur représentation a été abordée a I'oral pour
QO8 par un quart des candidat-es, mais la réalisation écrite pour Q8 n’a été abordée que
par un candidat. Seul ce méme candidat a abordé la question orale QO9 plutdt intuitive
sur le partitionnement de ces graphes planaires, mais aucune réalisation écrite n’a pu
étre faite. Les questions Q9 et Q10 (et donc QO10) nécessitaient un trés bon recul sur
I'algorithmique des graphes, elles n’ont pas été abordées.

Ecrit 01 Q2 Q3 Q4 Q5 06 Q7 Q8 Q9 Q10
Tous les points 100 97 8 24 15 15 12 0 0 0
Réponses partielles 100 100 100 64 52 15 21 3 0 0

Oral Q01 Q02 QO3 Q04 QO5 QO6 QO7 QO8 Q09 QO10
Tous les points 94 73 9 85 70 39 15 15 0 0
Réponses partielles 100 97 100 85 82 48 39 24 3 0

TaBLE 2. Taux de candidat-es ayant répondu a chaque question du sujet 2
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SUJET 3 : JEUX SUR DES ARBRES (TRIES ON TRIES)

Ce sujet portait sur la construction d’un arbre lexicographique représentant les coups
possibles d’un jeu a deux joueurs dont il faut identifier une stratégie gagnante. La troi-
siéme partie, conceptuellement plus difficile, considérait un cas particulier d’adversaire
et faisait implémenter un algorithme de Q-learning (apprentissage par renforcement). Ce
jeu existe dans la vraie vie sous diverses variantes de la condition de terminaison : quart
de singe en francais, Ghost en anglais.

Les questions Q1 a Q3 permettaient de faire connaissance avec les objets du sujet, et
c’est a partir de Q5 qu’il était nécessaire d’avoir une construction de I’arbre lexicogra-
phique pour avancer et nécessaire de prendre du recul sur cette structure de données
pour avoir les complexités attendues.

Nous sommes surpris que si peu de candidat-es aient correctement traité la Q4 alors
qu’une simple observation, déja identifiée a la QO1 (les noeuds terminaux correspondent
aux mots distincts) permet de la résoudre sans construire ’arbre lexicographique, a condi-
tion de savoir retirer les doublons d’une liste de mots. Sans doute se jeter dans la construc-
tion de 'arbre lexicographique, hors programme, a donné du fil a retordre a la plupart des
candidat-es. Dans ’ensemble, la plupart des candidat-es ont eu les bonnes intuitions der-
riére I'algorithme récursif pour déterminer la stratégie gagnante de QO3.

Pour le nombre de mots inaccessibles Q5, il était plus simple et économique de rai-
sonner par complémentaire, en termes de nceuds accessibles, plutot que de tester pour
chaque préfixe de chaque mot s’il est dans le corpus. Ainsi, un parcours de 'arbre suffit
a répondre a la question, qu’il soit en largeur ou profondeur.

Pour la Q6, certain-e-s candidat-es ont mal compris la définition de nceud gagnant,
dont il est clairement précisé dans le sujet qu’elle se référe au joueur 1. Cela pouvait
leur cotiter en termes de points a I’écrit, mais malgré cette maladresse, leur raisonnement
correct pouvait donner des points a I'oral.

Beaucoup de candidat-es ne songent pas a faire des dessins, ce qui était essentiel pour
la question difficile Q7 et qui pouvait aider a résoudre la question Q6.

La troisiéme partie, de Q8 a Q10, a été peu traitée. Elle introduisait de nombreuses
notations, mais n’était pas difficile d’un point de vue algorithmique. Comme indiqué au
début de chaque sujet, on recommande de lire Uentiéreté du sujet avant de commencer a
programmer ; par exemple, la Q8 voire la Q06 étaient a la portée de tout candidat-e.

Ecrit 01 Q2 03 Q4 Q5 Q6 Q7 08 Q9 Q10
Tous les points 95 95 & 75 62 38 12 38 2 0
Réponses partielles 100 95 92 90 75 50 22 55 2 0

Oral Q01 Q02 QO3 Q04 QO5 QO6 QO7 QO8 QO9

Tous les points 50 60 52 65 30 15 2 0 0
Réponses partielles 100 100 92 80 55 32 12 0 5

TaBLE 3. Taux de candidat-es ayant répondu a chaque question du sujet 3

SUJET 4 : COLORIAGES DE GRAPHES.

Ce sujet abordait le probléme du coloriage de graphes. Ce probléme étant NP-complet
il a été principalement traité a ’aide de diverses heuristiques ou cas particuliers

Apres la traditionnelle question sur la génération de nombres pseudo-aléatoires, le su-
jet commence vraiment avec I’étude d’une fonction appelée E1imineDoublon qui, comme
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son nom l'indique, élimine les doublons d’une liste. Bien que relativement élémentaire
dans son code et facilement remplagable par des fonctions de la bibliothéque (par exemple,
list(set (1)) en Python), cette fonction est introduite pour aider les candidat-es a gé-
nérer efficacement les graphes.

Les trois premieres questions de programmation ont été quasiment unanimement réus-
sies. Les candidat-es ont tou-tes obtenu des points sur la premiére question orale qui
concernait la fonction ElimineDoublon. En revanche, presque la moitié n’a pas obtenu
tous les points car I’analyse de complexité n’était pas la bonne ou la présentation de la
correction de cette fonction n’était pas claire. C’est dommage car il semble que la fonction
a bien été comprise mais les candidat-es n’ont que peu préparé la question.

Pour vérifier la génération de graphe, nous avons utilisé la seconde question orale
ainsi que la quatriéme question écrite qui demande le nombre total d’arétes. Plusieurs
candidat-es n’ont pas réussi a générer les graphes les plus grands, souvent par manque de
bonne méthode pour construire le graphe. C’est dommage car une méthode est pourtant
donnée explicitement dans le sujet.

Apres la génération de graphe, le sujet s’intéresse a une premiére heuristique de colo-
ration ou l'on traite les nceuds dans 'ordre, remplagant la couleur de chaque nceud par la
plus petite couleur non utilisée par ses voisins. La principale difficulté de cette question
consiste a trouver le plus petit entier positif qui n’est pas dans une liste de valeurs. Cette
question écrite n’a pas posé de problémes aux candidat-es (a part la génération du grand
graphe), en revanche les questions orales ont posé des soucis. La question orale 4 était
une véritable question d’informatique, et trouver un exemple ou I’heuristique ne reste
pas proche du nombre chromatique était difficile. Cette question a beaucoup pénalisé les
candidat-es qui ne ’avaient pas préparée. La question orale 3 était une question assez clas-
sique d’analyse de complexité et de correction. La principale difficulté étant de remarquer
que la somme du nombre de voisins est égale au nombre d’arétes.

Le sujet passe ensuite au cas de la bicoloration ou il faut remarquer que cette question
se traite avec un simple parcours de graphe (le sujet fournit une indication a ce propos)
ou les nceuds ont un de ces trois états : visité de profondeur paire, visité de profondeur
impaire, et non visité. Cette question ainsi que la question orale correspondante ont été
bien traitées ce qui montre que les candidat-es maitrisent assez bien le parcours de graphe.

Pour les deuxiéme et troisieme heuristiques étudiées, bien que la solution attendue ne
soit pas forcément trés longue (en nombre de lignes de code) il fallait avoir une véritable
réflexion algorithmique pour obtenir la complexité attendue et donc tous les points. Il
existe différentes maniéres d’aborder ces questions mais celle utilisée par le corrigé repose
sur la technique « paresseuse ».

Enfin la derniére question du sujet était une question assez ouverte. Il était facile avec
un algorithme « brute-force » d’obtenir la réponse aux premiéres sous-questions que 'on
devait progressivement optimiser pour obtenir les réponses aux sous-questions suivantes.

Ecrit Q1 Q2 Q3 04 Q5 Q6 Q7 Q8 Q9
Tous les points 100 92 9 80 75 42 12 5 0
Réponses partielles 100 100 100 92 98 72 40 52 12

Oral Q01 Q02 QO3 Q04 QO5 QO6 QO7 QO8 QO9

Tous les points 98 55 35 22 38 52 2 10 2
Réponses partielles 100 100 100 95 90 88 52 52 10

TABLE 4. Taux de candidat-es ayant répondu a chaque question du sujet 4
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N’oubliez en aucun cas de recopier votre ug
a I'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Il vous a été donné un numéro ug qui servira d’entrée a vos programmes. Les réponses attendues
sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse fournie a la fin du sujet. A la
fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La premiére est un exemple des réponses
attendues pour un ug particulier (précisé sur cette méme fiche et que nous notons avec un tilde
pour éviter toute confusion !). Cette fiche est destinée & vous aider & vérifier le résultat de vos
programmes en les testant avec ug au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant a
votre ug) sur la seconde et vous la remettrez a I’examinateur a la fin de ’épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de I’examen, lorsque la description d’un algorithme est demandée,
vous devez présenter son fonctionnement de fagon schématique, courte et précise. Vous ne devez en
aucun cas recopier le code de vos procédures !

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonction d’un
paramétre n, on demande l'ordre de grandeur en fonction du paramétre, par exemple : O(n?),
O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des paramétres
et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez résolus préalable-
ment a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type fournie en annexe. Enfin, il
est recommandé de lire I'intégralité du sujet avant de commencer afin d’effectuer les bons choix de
structures de données dés le début.







1 Préliminaires

Notations et rappels sur les automates et les mots

On rappelle que pour deux entiers naturels a et b, a mod b désigne le reste de la division entiére
de a par b, c’est & dire 'unique entier r avec 0 < r < b tel que a =k x b+ r pour k € N.
Un mot w de longueur n sur un alphabet 3 est constitué de n lettres wp ... wp—_1 (toutes dans X).
Etant donné un mot w = wy ... w,_1 de longueur n et deux entiers 0 < i < j < n, on note w[i : j]
le mot w; ... w;_1, c’est a dire le facteur du mot w entre les positions i (incluse) et j (excluse).
Un automate fini déterministe est usuellement décrit par un quintuplet (X, Q, qo, d, F) ou :

— X représente 'alphabet sur lequel 'automate travaille,

— Q représente I’ensemble des états,

— qo est I'unique état initial,

— ¢ est la fonction de transition de 'automate, telle que d(g, ¢) donne ’état dans lequel 1'au-

tomate se trouve aprés avoir lu la lettre ¢ dans I’état ¢,

— F est ’ensemble des états finaux.
Dans ce sujet, X et Q seront toujours des ensembles de nombres entiers de la forme 0,1,2...,n—1
(o m > 0 est la taille de Pensemble) tandis que 1’état initial sera toujours 0. Ainsi ¥ et Q seront
entiérement définis par leur taille et donc, pour ce sujet, 'automate est entiérement décrit par le
quadruplet (L, @, 6, F) ou L est la taille de 'alphabet, Q est le nombre d’états de 'automate, ¢ est
la fonction de transition et F est I’ensemble des états finaux.
De fagon usuelle, on étend la fonction de transition § aux mots de la fagon suivante d(g, €) = ¢ (ici
e représente le mot vide) et §(q,uv) = §(6(q,u),v) (ici uv représente la concaténation de u et v).
Quand un automate lit un mot w, il arrive donc dans 1'état §(0,w). Si 6(0,w) € F le mot est alors
accepté par 'automate sinon il est refusé.

Générateur de nombres pseudo-aléatoires
Etant donné uy on définit la récurrence suivante :
v(0) = up
vt e N, v(t+1) = 101833 x v(¢) mod 1000000007
Et ensuite on définit u de la fagon suivante :

Vt €N, u(t) = v(t mod 1000003)

L’entier ug vous est donné, et doit étre recopié sur votre fiche réponse avec vos résultats. Une fiche
réponse type vous est donnée en exemple, et contient tous les résultats attendus pour une valeur
de up différente de la votre (notée ug). Il vous est conseillée de tester vos algorithmes avec cet ug.
Pour chaque calcul demandé, avec le bon choix d’algorithme le calcul ne devrait demander qu’au
plus quelques secondes, jamais plus d’une minute.

Question 1 Calculer les valeurs suivantes :

a) u(1) mod 1000, b) u(42) mod 1000, ¢) u(10%) mod 1000.
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Génération d’automates
On définit Pautomate fini déterministe £(L, Q) par le quadruplet (L, Q, 6, F) avec §(q, c) = (u(g X
L+¢) mod Q) et 'onaie€ F sietseulement si u(Q x L+ ¢) est impair.

Question 2 On note TRANSITIONSACCEPTANTES(A) le nombre de paires (q,c¢) ou g est un état et
¢ une lettre, telles que 6(¢q,c) € F. Calculer TRANSITIONSACCEPTANTES(A) pour les automates
E(L, Q) avec les valeurs de L et ) suivantes :

a)L=2 Q=100 b) L =10, Q = 10000, c) L =3, Q = 30000.
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Génération de mots

On définit le mot M(L,T) de longueur T sur l’alphabet avec L lettres comme le mot wy ... wr_;
avec, pour 0 < i < T, w; = (u(i) mod L) .

Question 3 Calculer les mots suivants :

a) M(4,3) b) M(8,4) c) M(10,5)

let m 1 t = list_init t (fun i -> u(i) mod 1)

On note ETAT(A, w) létat dans lequel se trouve 'automate aprés avoir lu le mot w, c’est & dire
ETAT(A, w) = §(0,w).

Question 4 Déterminer ETAT(E(L, Q), M(L,T)) pour les valeurs de L, Q) et T suivantes :
a) L=2,Q=100, T = 100,
b) L =10, Q@ = 10000, T' = 50000,
c) L=3,Q =30000, et T = 100000.

let etat (q,1,d,f) mot = List.fold_left d O mot
(* fold_left d 0 [w_0; ... ; w.An-1}] = d(... d(0,w_0) ...,w_{n_1}) *)

Question a développer pendant I'oral 1 Décrire la structure de donnée utilisée pour représenter
les automates et la complexité de I’algorithme pour calculer ETAT(E(L, Q), M(L,T)) en fonction
de L, Q et T. Quel algorithme proposez-vous pour savoir si M(L,T) est reconnu par £(L,Q), avec
quelle complexité ?

Votre calcul de complexité ne doit pas prendre en compte le temps de construire E(L, Q) et M(L,T)
mais seulement le temps de calculer ETAT(E(L, Q), M(L,T)) une fois que ceuz-ci sont construits.

L’automate est représenté par un quadruplet de deux entiers (q le nombre d’états, 1 le nombre de
lettres de Palphabet) et de deux fonctions (d la fonction de transition, £ la fonction déterminant si
un état est final). Ces deux fonctions s’exécutent en temps constant.

La calcul de ETAT(E(L, Q), M(L,T)) est linéaire en T. En effet on ne fait que, pour chaque lettre
¢, caleuler ¢; 11 = 6(q;, ¢;)-

Pour tester si un mot w est reconnu par un automate .4 on peut calculer ETAT(A, w) et regarder
si I’état obtenu est un état final. La complexité est linéaire en la taille du mot.

Accessibilité dans ’automate

Un état ¢ de Pautomate est dit accessible s'il existe un mot w tel que ¢ = §(0, w).
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Question a développer pendant I'oral 2 Pour un automate A, on note GRAPHEACCESSIBILITE(.A)
le graphe dont les nceuds sont les états de A et il y a un arc de q vers ¢’ quand il existe une lettre
c telle que 0(q,c) = ¢'. Justifier qu’un état q est accessible dans I'automate A si et seulement si il
existe un chemin de I'état initial de A a q dans le graphe GRAPHEACCESSIBILITE (A).

On peut ajouter des étiquettes sur le graphe GRAPHEACCESSIBILITE(A). L’arc ¢ — ¢’ est étiqueté
par la lettre ¢ telle que 6(g,¢) = ¢’. Si plusieurs ¢ existent on en choisit une, peu importe laquelle.
S’il y a un chemin de 0 & ¢ dans GRAPHEACCESSIBILITE(.A), on peut regarder les étiquettes des
arcs de ce chemin et on obtient un mot w tel que §(0,w) = q.

Inversement si un état g de I'automate est accessible c’est qu’il existe un mot w = wy...wg
tel que ¢ = 0(g,w). On peut alors en déduire un chemin ng...ngy; dans le graphe
GRAPHEACCESSIBILITE(A) avec ng = 0 et n;41 = 0(n;, w;). Clest bien un chemin de
GRAPHEACCESSIBILITE(.A) par construction.

Question 5 Notons NBETATSACCESSIBLES(.A) le nombre d’états accessibles dans I'automate A.
Calculer NBETATSACCESSIBLES(E(L, Q)) pour les valeurs de L et () suivantes :

a) L=2,Q =100, b) L =10, Q = 10000, c) L =3, Q= 30000.

let nbAccessibles (q,1,d,f) =
let vu = Array.make q false in
let voisins x = list_init 1 (fun c->d x c) in

let rec explore = function
[ 0-> 0O
| x::t >
if not vu. (x)
then
begin
vu. (x) <- true ;
explore ((voisins x)0t)
end
elise
explore t
in
explore [0] ;
Array.to_list vu |> List.filter (fun x->x) |> List.length

Question a développer pendant l'oral 3 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
de L et Q.
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D’apreés la question orale précédente, le nombre d’états accessibles correspond au nombre de noeuds
accessibles depuis 0 dans le graphe GRAPHEACCESSIBILITE(.A). Nous faisons ici un parcours du
graphe GRAPHEACCESSIBILITE(A) (ici le parcours est en profondeur mais peu importe 'ordre de
parcours) pour trouver le nombre de nceuds accessibles et le nombre de neeuds visités correspond
au nombre d’états accessibles.

La complexité d’un parcours en profondeur est, dans le pire cas, linéaire en le nombre d’arcs (ici
L x @) plus le nombre de nceuds (ici Q). La complexité totale est donc O(L x Q).

2 Compter les facteurs d’un mot acceptés par un automate

Etant donné A un automate et w un mot sur le méme langage, on définit FACTEURSACCEPTES (A, w)
comme le nombre de facteurs non-vides de w acceptés par .A. Noter que 'on peut compter plusieurs
fois un méme mot qui apparait plusieurs fois : un automate qui accepterait uniquement le mot "0"
accepterait deux facteurs de "010" (parce que le facteur "0" y apparait deux fois). Formellement,
FACTEURSACCEPTES(A, w) correspond au nombre de paires (7,j) avec 0 < i < j < |w| telles que
wli : j] est un mot accepté par A.

Dans cette section nous allons étudier deux algorithmes pour compter le nombre de facteurs d’'un
mot acceptés par un automate. Dans un premier temps, les automates considérés auront un grand
nombre d’états tandis que dans un second temps nous regarderons le cas d’automates trés petits.

2.1 Cas d’un automate avec beaucoup d’états

Question 6 Calculer le nombre de préfixes non-vides d’un mot M(L,T) qui sont acceptés par un
automate (L, Q) pour les valeurs de L, Q) et T suivantes :

a) L=2,Q=100,T =100
b) L =10, Q = 10000, T = 50 000
c) L =3, Q=30000, T = 100 000.

let prefixesAcceptes (q,1,d,f) mot =
(* la fonction compte renvoie le mombre d'états acceptants
rencontrés dans le reste du mot & partir de l'état etat *)
let rec compte etat = function
[0 ->0
| ci:q ->
let netat = d etat c in
(if f netat then 1 else 0)+compte netat q
in
compte O mot

Question 7 En s’inspirant de l'algorithme développé a la question précédente, calculer
FACTEURSACCEPTES(E(L, @), M(L,T)) pour les valeurs de L, Q et T suivantes :
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a) L=2,Q=100,T = 100,
b) L =10,Q = 10000, T = 500,
c) L =3,Q=230000, et T = 3000.

(* cette fonction prend un mot et somme prefizesdcceptes
appelé sur chacun des suffizes *)
let rec facteursAcceptes auto = function
[ [0 ->0
| ci:q ->
prefixesAcceptes auto (c::q) + facteursAcceptes auto q

Question a développer pendant I'oral 4 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
deL,QetT.

Notre algorithme pour calculer le nombre de préfixes acceptés simule 1’évaluation de l’automate
lisant le mot et compte le nombre d’états acceptants par lesquels I’automate passe.

Pour calculer le nombre de facteurs acceptés d'un mot w, on somme le résultat de prefixesAcceptes
pour chaque suffixe de w. Comme prefixesAcceptes tourne en O(T) et qu’il y a O(T) suffixes on
obtient un algorithme en O(T?).

2.2 Cas d’un automate avec trés peu d’états

Etant donné un automate A = (L, Q,§, F) et un mot w = wy ..., wy_1, on définit G(A, w) comme
le graphe orienté dont les nceuds sont L, T ainsi que les paires (g,7) avec 0 < g < Q et 0 <i < T.
Le graphe contient les arcs suivants :

— (q,1) = (¢yi+ 1) powr 0< ¢ <@, ¢ =6(q,w;), et 0 < i< T,

— T = (0(0,w;),i+ 1) pour chaque 0 <14 < T,

— (gq,7) = L pour chaque ¢ état final de Aet 0 <i <T.

Question a développer pendant l'oral 5 Montrer que FACTEURSACCEPTES(A,w) est égal au
nombre de chemins différents de T a4 L dans G(A,w). Montrer que le nombre de chemins de T
a (q,i+ 1) dépend uniquement de 0, w; et des nombres de chemins de T a (¢’,4) pour 0 < ¢’ < Q.

Considérons la fonction qui associe & w[i : j] le chemin T — (6(0,w[é : i+ 1]),¢ + 1) — (6(0, wlé :
i+2]),i+2) — - — (6(0,w[i : j]),j) et montrons que c’est une bijection entre d’un coté les
chemins qui partent de T et ne passent pas par L et de autre les paires (i < j) correspondant a
des facteurs w[i : j] du mot.

Il est assez clair que des (i, j) différents seront envoyés sur des chemins différents mais inversement un
chemin partant de T et ne passant pas par L est forcément de la forme T — (¢;,%7) — (gi+1,i+1) —
(gj,J) pour certains ¢,j et une certaine suite g;...q;. En effet, les seuls nceuds accessibles depuis
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(g,7) sont des noeuds de la forme (¢’,7 + 1). On en déduit aussi que ¢; = 0 et que g;+1 = 0(q;, w;)
et donc que ¢; = 0(0,w[i : j]) ce qui indique que le chemin arrive sur un nceud dont ’état est final
si et seulement si wi : j] est accepteé.

Maintenant il y a aussi une bijection entre les chemins de T a L et les chemins de T a (g, j) avec
g final. En combinant ces deux bijections on obtient une bijection entre les facteurs wli : j] qui
appartiennent au langage et les chemins de T a L.

Les chemins de T & (g,%+ 1) sont un chemin de longueur 1 quand ¢ = §(0, w;) plus les chemins de
T a (¢',4) pour ¢ tel que 6(¢’,w;) = q.

Question 8 Déterminer FACTEURSACCEPTES(E(L, @), M(L,T)) pour les valeurs de L, Q et T
suivantes :

a) L=2,Q=10,T = 1000
b) L =10, Q = 30, T = 5000
c) L=3,Q=17, et T = 50000.

let facteursAcceptes2 (q,1,d,f) mot =
let mottab = Array.of_list mot in
let t = Array.length mottab in
let nbChemins = Array.make_matrix (t+1) q O in
let nbFacteurs = ref 0 in

for pos = 0 to t-1 do
nbChemins. (pos) . (0) <-nbChemins. (pos). (0)+1 ;
for e = 0 to gq-1 do
let n_etat = d e mottab.(pos) in
nbChemins. (pos+1) . (n_etat) <-
— nbChemins. (pos+1) . (n_etat)+nbChemins. (pos) . (e) ;
if f n_etat then nbFacteurs := !nbFacteurs + nbChemins. (pos). (e)
done
done ;
!res

Question a développer pendant I'oral 6 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
de L, QetT.

Notre algorithme remplit itérativement le contenu de nbChemins en utilisant la réponse a la question
orale précédente. Notre algorithme fait donc deux boucles imbriquées, une tournant @ fois, une
tournant T fois, la complexité globale est donc O(Q x T).
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3 Compter avec mises a jour

Dans cette section, on cherche un algorithme capable de résoudre le probléme suivant : le mot qui
nous intéresse est réguliérement modifié et ’on veut savoir rapidement aprés chaque modification,
si le mot est accepté ou le nombre de ses facteurs qui sont acceptés par un petit automate.

Une “mise & jour” d’un mot est une paire (p,c¢) indiquant qu’il faut remplacer la lettre a la
position p par c. Ainsi aprés avoir appliqué la mise a jour (p,c) le mot wg...w,—1 devient
wo...Wp—1 C Wp41...Wn—-1-

On définit L£(i, L, T), la i-éme mise & jour sur un mot de taille 7" avec un alphabet de L lettres de
la fagon suivante. La position de la mise a jour £(i,L,T) est w(T x L+ 2i+ 1) mod T tandis que
la nouvelle lettre est u(T x L + 2i) mod L.

Etant donné un mot initial w (sur un alphabet a L lettres et de longueur T'), 'application des mises
ajour de £(0,L,T) puis £(1, L, T), etc. produit une séquence de mots. On note U (i, L, T') le résultat
des ¢ premiéres mises a jour sur M(L,T). On a donc U(0, L,T) = M(L,T) puis U(i + 1, L,T) qui
est le résultat de I’application de £(¢, L,T) sur U(3, L, T).

Cas avec peu de mises a jour

Question 9 En utilisant les réponses aux questions précédentes, calculer
> 0<icn FACTEURSACCEPTES(E(L, Q),U(i, L, T)) pour les valeurs de L, Q, T et N suivantes :

a) L=3,Q=100,T =100, N = 100
b) L =5, Q=230000, T =100, N = 1000
c)L=17Q=10,T =3000, N =100

let facteursAcceptesOptim q 1 t mot =
if t < q (* Choistit le meilleur algorithme en fct des paramétres *)
then facteursAcceptes (e q 1) mot
else facteursAcceptes2 (e q 1) mot

let compteAvecMaj q 1 t n =
let mot = Array.of_list (m 1 t) in

let rec faireMaj i = (* compte les facteurs acceptés pour *)
if i >= n (* les mises 4 jour aprés la %i-émex)
then 0
else
begin

(* compte pour le mot courant *)
let sub = facteursAcceptesOptim q 1 t (Array.to_list mot) in
(* fait la mise d jour *)
mot. ((u (t*1+2%i+1)) mod t) <- (u (t*1+2%i)) mod 1 ;
(* somme avec la mise & jour *)
sub + faireMaj (i+1)
end
in
faireMaj O
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Question a développer pendant I'oral 7 Expliquer ’algorithme utilisé et donner sa complexité en
fonction de Q, L, T, et N.

Les mises & jour vont étre traitées en générant le mot initial puis en mettant & jour le mot. A chaque
étape on calcule le nombre de facteurs accepteés.

La fonction facteursAcceptesOptim a la complexité min(7T2,Q x T), la complexité totale est
N X T x min(T, Q)

Cas d’un petit automate

Etant donnés un automate A et un mot w, U'effet de w sur A, noté EFFET(w, A), est une fonction
de ’ensemble des états de A vers ’ensemble des états de A telle que chaque état g est envoyé sur
q' si ¢ est I'état dans lequel A arrive en lisant w depuis I’état q.
Etant donnés un automate A et un mot w non vide, ARB(A,w) est un arbre binaire. Dans cet
arbre, chaque noeud correspond & un facteur v du mot w et stocke 'effet de v sur A. En particulier
la racine de ARB(A, w) correspond & w et stocke l'effet de w sur A. ARB(A, w) peut étre construit
récursivement de la fagon suivante :

— si |w| =1 alors ARB(A, w) est un neceud sans fils,

— sinon on calcule wy et we avec w = wyws et |wi| < |we| < |wi| + 1. ARB(A, w) est alors un

nceud qui a pour fils gauche ARB(A, w1) et pour fils droit ARB(A, ws).

Dans le calcul de l’arbre, pour chaque noeud ARB(A,u), on stocke EFFET(u,.A). On note
AcCEPTE(A, w) 'entier qui vaut 1 si A accepte w et 0 sinon.

Question 10 Ecrire un algorithme capable de calculer ARB(A, w) et capable de calculer efficace-
ment ARB(A, w') a partir de ARB(A,w) ot w’ est une mise a jour de w. L’utiliser pour calculer
> o<icn ACCEPTE(E(L, Q),U(i, L,T)) pour T' = 50000, N = 25000, et les valeurs de L et Q sui-
vantes :

a) L =10, Q =30 b)L=12, Q=24 c)L=5 Q=25

La fonction compte présentée ci-dessous est une fonction générique qui va servir pour Q10 et Q11.
Elle utilise un arbre binaire comme décrit dans ’énoncé pour créer 'arbre et ensuite elle utilise cet
arbre pour faire des mises a jour efficacement.
Ces mises a jour dépendent de 3 fonctions selon les « valeurs » que I'on stocke dans les noeuds des
arbres. Pour Q10, la valeur stockée dans un nceud sera ’effet du mot correspondant & un nceud
(sous la forme d’un tableau contenant @ cases) mais pour Q11 ce sera un effet différent.
Ainsi pour la Q10, la valeur que l'on stockera ce sera l'effet et donc dans un nceud correspondant
a un mot w ce sera la fonction ¢ — d(q, w) :

— pour une feuille et donc une lettre ¢ c’est simplement ¢ — (g, c) et donc initEffet(c) =

q6(q,c);
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— pour un nceud interne correspondant & w = wyws dont les sous-nceuds correspondent aux
mots wy et ws et donc dont les valeurs sont f1 = ¢ — d(q, w1) et fo = g — (g, ws) alors on
va caleuler f1 o fy car (f10 f2)(q) = f2(f1(q)) = q = 5(6(¢,w1), wz) = g = 6(q, wiws). Donc
combineEffet est une composition de fonction.

Enfin, I'algorithme dépend d’une troisiéme fonction, la fonction compteEffet qui sert & maintenir
un compteur C' . Initialement C' = 0 et avant chaque mise & jour sur I’arbre le compteur C' est mis
a jour a la valeur (C + compteEffet racine).

Pour la Q10, la valeur a la racine correspond & la fonction ¢ — §(g, w) ot w est le mot entier. Ce
qui nous intéresse c’est de savoir si le mot est accepté et donc compteEffet va valoir 1 si le mot
est accepté c’est a dire si 0(0, w) € F et 0 sinon. Ainsi aprés avoir appliqué toutes les modifications
notre compteur C' nous donnera la réponse attendue, & savoir le nombre de mots intermédiaires
acceptés.
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let initES (q,1,d,f) c = Array.init q (fun etat -> d etat c)
let compteES (q,1,d,f) tr = if £(tr.(0)) then 1 else O

let combineES g d = Array.map (fun v -> d.(v)) g

Question a développer pendant l'oral 8 Expliquer I’algorithme utilisé et donner sa complexité en
fonction de Q, L, T, et N.

Voir ci-haut pour la présentation de I'algorithme utilisé. Pour la complexité, au moment de I'initia-
lisation on fait T" appels & initEffet et & combineEffet puis & chaque mise & jour on fait log,(T")
appels & combineEffet et un appel & initEffet ainsi qu'un appel & compteEffet.

Les fonctions combineEffet et initEffet prennent un temps @ tandis que compteEffet a un
temps constant donc au total on a un temps O((T' + N X logy(T)) x Q).

Question a développer pendant I'oral 9 Expliquer quelles informations (en plus de l'effet) doivent
étre stockées dans chaque noeud de ARB(A, w) pour pouvoir répondre & FACTEURSACCEPTES(A, w)
et supporter des mises a jour efficaces.

Pour pouvoir répondre efficacement & FACTEURSACCEPTES(A, w) il faut stocker dans chaque nceud
correspondant au mot w et pour chaque état ¢ :

— le nombre de suffixes de w qui emménent 'automate dans I’état g,

— le nombre de préfixes de w qui partant de 1’état g arrivent dans un état final,

— leffet du mot w,

— le nombre de facteurs de w acceptés.
Calculer cela pour une lettre seule ne pose pas de vraie difficulté mais pour combiner deux sous-
mots wy et wsy il faut remarquer qu'un suffixe de wyws est soit un suffixe de wy soit un suffixe de
wy concaténé avec wy & droite. Et donc les suffixes qui emménent dans 1’état ¢ sont tous les suffixes
de wo qui arrivent dans ¢ plus tous les suffixes de wy qui arrivent dans un ¢’ avec va(q') = g pour
vy leffet de ws.
On peut faire le méme raisonnement pour les préfixes et on calcule 'effet comme dans la Q10.

Question 11 En déduire un algorithme capable de calculer efficacement
(20§i< v FACTEURSACCEPTES(E(L, Q), U, L,T))) mod 1000000 pour T = 5000, N = 20000,
et les valeurs de L et () suivantes :

a) L=10,Q =30 b)L=12, Q=24 c)L=5 Q=25
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Fiche réponse type : Comptage de mots reconnus par un

automate.
up : 42
Question 1
uestion b) 2999
986
a)
24124
c)
700
b) Question 5
0 631 2) 80
Question 2
uestion by 0999
113
a)
28250
c)
51133
b) Question 6
45445 50
c) a)
Question 3 b) 25692
2,2.1
a)
50493
c)
2,2.5,6
b) Question 7
2,6,3,0,8 2835
) a)
Question 4
uestion " 65060
12
a)
2269352
c)
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Question 8

448058
a)

b) 5001486

812170725

)

Question 9

195813
a)

b) 2483989

246686965

c)

Question 10

I1/11

18508

9459

12542

Question 11

a)

b)

c)

627390

934507

889835

¢




Comment couper la poire en deux?
Epreuve pratique d’algorithmique et de programmation
Concours commun des Ecoles normales supérieures

Durée de I'épreuve : 3 heures 30 minutes

Juin/Juillet 2021

]

N’oubliez en aucun cas de recopier votre wuy
a 'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Il vous a été donné un numéro ug qui servira d’entrée a vos programmes. Les réponses attendues
sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse fournie a la fin du sujet.
A la fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La premiére est un exemple des
réponses attendues pour un ug particulier (précisé sur cette méme fiche et que nous notons avec
un tilde pour éviter toute confusion !). Cette fiche est destinée a vous aider a vérifier le résultat de
vos programmes en les testant avec ug au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant
a votre ug) sur la seconde et vous la remettrez & I'examinateur a la fin de I’épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de ’examen, lorsque la description d’un algorithme est de-
mandée, vous devez présenter son fonctionnement de fagon schématique, courte et précise. Vous
ne devez en aucun cas recopier le code de vos procédures !

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonction d’un
paramétre n, on demande I'ordre de grandeur en fonction du paramétre, par exemple : O(n?),
O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des para-
métres et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez résolus
préalablement a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type fournie en annexe.
Enfin, il est recommandé de lire 'intégralité du sujet avant de commencer afin d’effectuer les
bons choix de structures de données dés le début.







L’objectif général de ce sujet est, pour un graphe donné, de le partitionner en deux parties de
poids équilibrés tout en modérant le nombre d’arétes a cheval entre les deux parties.

1 Préliminaires

On rappelle que pour deux entiers naturels a et b, a mod b désigne le reste de la division entiére
de a par b.
Dans tout le sujet les listes sont indexées & partir de 0.

1.1 Suite de nombres pseudo-aléatoires
On fixe M = 231 — 1 =2147483647.
On définit la suite w(n) par récurrence :
u(0) =up, VneN,a(n+1)= (16807 x u(n)+ 17) mod M

ug vous ayant été donné, et doit étre reporté sur votre fiche réponse.
On définit alors la suite

u(n) = u(n mod 999 983)

Question 1 Calculer u(n) mod 997 pour
a) n =16, b) n = 1024, ¢) n = 1000 000.

1.2 Somme de controle de listes de nombres

On définit 'opérateur de somme de controle :

S(z,y) = (2 X x + y) mod 997
On définit la somme de controle d’une liste de nombres par récurrence :
C(])=0, VneNC([zr1,z2,...., tn+1]) = S(C([z1, 22, ., Tn]), Tnt1)
Question 2 Calculer
a) S(u(16),u(17)), b) C([u(100),u(101),...,u(1000)]),
c) C([u(999900),x(999901), ..., u(1 000 000)]).

Question a développer pendant l'oral 1 Expliquez votre implémentation et sa complexité.

On peut utiliser une version itérative sur la liste, de gauche a droite, ou bien une version récursive,
mais il vaut mieux éviter d’obtenir une complexité en O(n?).

1/9



1.3 Génération de graphe aléatoire

On souhaite ici générer des graphes pseudo-aléatoirement. Tous les graphes manipulés seront
simples, i.e. sans aréte d’'un sommet & lui-méme (boucle) ni arétes multiples pour une méme
paire de sommets.

Pour un n et un a donné, on note G2 le graphe non orienté ayant n sommets {sg, S1, ..., Sp—1}
et dont ’ensemble des arétes est

{ (S(U(a+2i)) mod ns S(u(a+2i+1)) mod n) ‘
i€ 0,n-[vn]—1]
et (u(a+ 2t)) mod n # (u(a+2i+ 1)) mod n }
Il n’y a donc pas de boucle, et les doublons étant ignorés, il n’y a pas d’arétes multiples non

plus.
Par exemple, pour ug, C?}ES a donc pour ensemble d’arétes {(0,2),(1,0),(1,3),(2,1)}, car la

boucle (0,0) est exclue, et 'aréte (0,1) est confondue avec I'aréte (1,0). G5° est alors ainsi :

©O—
5

Question 3 Calculer

a) pour G5, C([deg(so),deg(s1), ..., deg(s3)]),

b) pour Giy,, C([deg(so0),deg(s1), ..., deg(s999)]),
¢) pour G185 00, C([deg(s0), deg(s1), ..., deg(s9999)])

Il suffit de partir du graphe n’ayant que les sommets et aucune aréte, et ajouter les arétes en
itérant sur .

Question a développer pendant |'oral 2 Discutez le choix de structure de données pour repré-
senter ces graphes en mémoire.

Avec n - \/n arétes, il vaut quand méme mieux utiliser des listes d’adjacences plutdot qu’une
matrice d’adjacence, pour obtenir un stockage en n - /n et des parcours sur les arétes en n - /n

aussi, plutot que n?.

Note : pour le ug et le ug fournis, tous les graphes G¢ étudiés sont connexes, on pourra donc
utiliser cette propriété pour simplifier les algorithmes.

2 Partitionnement : Cas général

Dans cette partie, on suppose que le nombre de sommets du graphe manipulé est pair. On
souhaite alors partitionner ce graphe en deux parties A et B ayant exactement le méme nombre
de sommets. On appelle coupe I'ensemble des arétes dont les extrémités sont 'une dans A, autre
dans B. On cherche & minimiser le nombre d’arétes de la coupe, appelé poids de la coupe.
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2.1 Heuristique itérative

On utilise d’abord une approche heuristique qui raffine progressivement la coupe obtenue.

— On part du partitionnement A = {sg, s1, ...,s%_l} B = {s%, Sn41, ey Sp—1}

— A chaque étape, on cherche une paire de sommets (si,s5) € A x B, telle qu’échanger les
deux sommets s; et s; entre A et B diminue le plus possible le poids de la coupe (la
différence étant appelée gain). En cas d’égalité, on minimise ¢, puis j.

— On répéte la deuxiéme étape tant que I'on parvient & diminuer le poids de la coupe.

Question 4 Calculer le poids de la coupe obtenu par cette heuristique pour les graphes
a) G b)Gigy, ¢) Gify

Question a développer pendant I'oral 3 Expliquez I’algorithme utilisé pour implémenter cette
heuristique, les structures de données qu’il utilise, et donnez la complexité de chaque étape.

Une boucle principale infinie itére sur le nombre d’étapes. On utilise (par exemple) un tableau
de booléens pour savoir quels sommets sont dans B, les autres étant dans A. Pour éviter de
recalculer le poids de la coupe & chaque fois, on peut se souvenir du poids actuel, et le mettre a
jour & chaque étape avec ’échange de sommets. On commence par calculer les gains de passage
d’un sommet de A & B ou inversement. On utilise alors deux boucles for imbriquées pour les
combiner et trouver le meilleur choix de paire. Si P'on a utilisé une matrice d’adjacence, savoir
s'ils sont voisins cotite O(1), sinon O(y/n). Chaque étape nécessite ainsi O(n?) ou O(n? - \/n)
selon leur représentation.

L’heuristique étant coiiteuse, on essaie d’en réduire le cotit. On choisit d’abord i tel que passer
s; de A a B produit une coupe de poids minimum. On choisit ensuite j tel que échanger s; et
sj entre A et B produit une coupe de poids minimum.

Question 5 Calculer Ie poids de la coupe obtenu par cette heuristique pour les graphes
a) Gs° b) Gy ) Giy  d) Gifo

Question a développer pendant 'oral 4 Donnez la nouvelle complexité de chaque étape.

Le principe est le méme mais ’on ne combine plus les deux boucles, ce qui pourrait faire penser
(dans le cas matrice d’adjacence) que I'on passe chaque étape a O(n). Mais il faut tout de méme
calculer les gains, ce qui cotite O(n?). On peut éventuellement stocker les gains et les mettre a
jour & chaque étape, pour obtenir vraiment O(n) pour chaque étape. Avec une liste d’adjacence,
on reste de toute fagon & O(n - /n).

Question a développer pendant I'oral 5 II serait naturel de s’attendre a ce que le poids obtenu
par cette seconde heuristique soit en général plus grand que celui obtenu par la premiére : pouvez-
vous justifier cette intuition ? De fait, on constate que le poids n’est pas plus grand dans le cas
des graphes générés par uy notamment : comment peut-on expliquer ce phénoméne 7 (il est méme
souvent moindre : on ne cherchera pas a expliquer pourquoi)
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Quand on choisit séparément le sommet de A et le sommet de B, la combinaison des deux
choisis indépendemment pourrait étre moins intéressante que de choisir ensemble. Il y a un cas
particulier, c’est quand s; € A et s; € B choisis sont voisins, on pense a tort que passer s;
dans B économise 'aréte de s; a s;, mais puisqu’inversement on passe s; dans A, on la re-perd,
et donc l'estimation est fausse de 1 aréte pour le choix de s; et de méme pour s;. Si on ne se
contentait pas de compter les arétes mais qu’on prenait en compte un poids d’aréte, cela pourrait
étre arbitrairement significatif. Ici, c’est toujours 1, et donc en général trés faible par rapport
aux gains obtenus par I’échange.

On revient sur la premiére approche (qui en général obtient effectivement un poids moindre),
et 'on essaie de réduire son cotit. Avant de choisir la paire (4,7), on élimine les candidats
inintéressants de A et de B. On calcule d’abord séparément pour les sommets de A le meilleur
gain que ’on peut obtenir en passant un sommet dans B, et pour les sommets de B le meilleur
gain que ’on peut obtenir en passant un sommet dans A. On ne conserve alors comme candidats
parmi A que les sommets dont le gain est au moins aussi grand que le meilleur gain que 'on
peut obtenir en passant un sommet de A dans B, moins 2. De méme, on ne conserve comme
candidats parmi B que les sommets dont le gain est au moins aussi grand que le meilleur gain
que l'on peut obtenir en passant un sommet de B dans A, moins 2. On peut alors chercher une
paire (4,j) parmi ces candidats seulement. En cas d’égalité, on minimise i, puis j.

Question a développer pendant I'oral 6 Pourquoi peut-on se contenter de ces candidats, et
pourquoi « moins 2 » 7

On discutait plus haut que 'erreur d’estimation commise est au plus 1 des deux cotés, et donc
choisir un sommet n’apportant qu’un gain moindre ne peut pas étre intéressant. Au pire on se
trompe de 1 pour I'un et pour ’autre, donc 2 en tout.

Question 6 Vérifiez que cette heuristique obtient les mémes poids de coupe que I’heuristique de
la question 4.

Calculer le poids de la coupe obtenu par cette heuristique pour les graphes

a) G5, b) GiS,, ) GL5yo (ce dernier peut prendre plusieurs secondes a calculer)

2.2 Algorithme exact

On cherche désormais a obtenir une coupe de poids minimal. On note min(n, a) le poids minimal
de la coupe du graphe G% en deux parties.

Question 7 Calculer

a) min(8,16),

b) C([min(16,0), min(16,1),...,min(16,9)]),

c) min(24,16)

Question a développer pendant I'oral 7 Expliquez I'algorithme utilisé et les structures de don-
nées qu’il utilise, estimez sa complexité.
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On peut utiliser une approche trés simpliste qui énumeére tous les entiers de 0 a 2™ — 1 et utiliser
leur représentation binaire pour énumeérer toutes les partitions possibles (y compris de taille
inégale), et l'on recalcule a chaque fois le poids de la coupe et conserve le minimum. Chaque
calcul de poids de coupe est faisable en O(n - v/n), on obtient donc O(2" - n - \/n), ce qui est
horriblement cotiteux.

On peut éviter de recalculer & chaque fois le poids, en partant de la situation ou tous les sommets
sont dans A et aucun dans B, donc cotit nul. On passe les sommets entre A et B en mettant
a jour le poids. A chaque étape on doit parcourir les ~ /0 voisins des sommets échangés. En
moyenne on échange un nombre constant de sommets & chaque étape, et il y a 2™ étapes a
énumérer, donc O(2" - \/n) en tout.

Le probléme principal est d’énumérer toutes les partitions possibles alors que seules celles pour
lesquelles |A| = |B| sont utiles. Pour cela on peut utiliser une approche récursive qui évite de
parcourir tous les 2" cas, en excluant divers choix, notamment il faudra de toute fagon remplir
a la fois A et B avec n/2 sommets. Ainsi au final on énumeére les choix de n/2 sommets parmi
n, qui se trouve constituer O((2e)™/?) étapes. A chaque étape la mise a jour cotte ~ \/n.

3 Cas des graphes planaires

Un graphe planaire est un graphe tel que 'on peut le dessiner dans le plan sans que des arétes

se croisent. Par exemple, G1% vu précédemment est planaire :

Alors que ce graphe-ci :

est bien connu ! pour n’étre pas planaire : on ne peut le dessiner dans le plan sans qu’au moins
deux arétes se croisent.

3.1 Génération de graphes planaires

On souhaite générer des graphes qui sont planaires par construction. Pour cela on garde note,
au cours de la génération, d’un ensemble de sommets appelé contour, autour duquel on ajoute
les nouveaux sommets.

On construit le graphe P% & n sommets {sg, $1, ..., Sp—1} progressivement ainsi :
— Initialement, le graphe ne contient que trois sommets s, s1, S2, les arétes (sg, s1), (so, $2),
(s1,82), et le contour est composé des trois sommets Cy = {sg, s1, S2}

1. Il s’agit de ’énigme des trois maisons.

5/9



— A Détape i (i > 0), on considére le sommet du contour C; d’indice minimal, qui est s;.
On consideére également

5 quand u(a + i) mod 100 < 30
d; = ¢ 7 quand u(a + i) mod 100 = 31
6 quand 31 < u(a + ) mod 100

On pose alors

d; = min (max(d; — deg(s;),1),n — n;)

qui est le nombre de sommets que 'on va ajouter au graphe, ot n; est le nombre de
sommets actuels (qui est égal & i+ |C;|). On s’assure ainsi d’ajouter au moins un sommet,
tout en s’assurant qu’on ne dépasse jamais le nombre n de sommets ciblé.

— On ajoute donc d; sommets {Sy,, Sn,41, -, Sp,4d;—1}-

— On ajoute également les arétes allant du sommet s; & ces sommets : (s;, Sn; ), (Si, Sn;+1),

- (85 Snyrdi—1)

— On considére également les deux sommets s, et s, (z < y) qui sont voisins de s; dans le
graphe et appartiennent au contour C; (par construction, s; a toujours exactement deux
voisins dans le contour). On ajoute les arétes pour former un chemin de s, a s, passant
par les nouveaux sommets : (Sg, Sn; ), (Snys Sni+1); s (sni+d§_1, Sy)-

— Enfin, on retire le sommet s; du contour, et I'on y ajoute les nouveaux sommets a la
place : Cip1 = (Ci \ {s:}) U {sn;, Snj+1s s Spyrar—1}

— Si le nombre de sommets a atteint n, I'algorithme est terminé, sinon on passe a 1’étape
v+ 1.

Par exemple, pour pour ug — ug, la construction de sz s’effectue ainsi :

— Initialement on a

—~—

— On effectue I'étape i = 0. Puisque u(32 + 0) mod 100 = 14, dy = 5. sp étant de degré
2 pour l'instant, on obtient dj = 3. Les voisins de so (dans le graphe) qui sont dans le
contour Cy = {s, s1, 52} sont (dans l'ordre) s; et s2. On ajoute ainsi trois sommets sg,
s4 et ss et les arétes correspondantes, obtenant :

Et le nouveau contour est C; = {s1, s2, S3, S4, S5}

— On effectue I'é¢tape i = 1. Puisque u(32 + 1) mod 100 = 44, d; = 6. s1 est de degré 3
pour l'instant, mais 'on a déja n; = 6 sommets or on cible n sommets, on obtient donc
d} = 2. Les voisins de s; (dans le graphe) qui sont dans le contour C; sont (dans I’ordre)
so et s3. On ajoute ainsi les deux derniers sommets sg et s7 et les arétes correspondantes,
obtenant :
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Et le dernier contour est Cy = {s2, s3, 4, S5, S6, S7}-

Question a développer pendant I'oral 8 Quel est a peu prés le degré moyen des sommets des
graphes obtenus ? Quel type de structure de données vaut-il mieux utiliser pour représenter ces
graphes en mémoire ?

Le degré visé est en général 6, parfois 5 et trés rarement 7. Au final le degré moyen est a priori
presque 6. Il vaut donc clairement mieux utiliser des listes d’adjacences plutét qu’'une matrice
d’adjacence.

Question 8 Calculer

a) pour P, C([deg(so),deg(s1), .., deg(s15)]),

b) pour Py, C([deg(so), deg(s1), ... deg(s999)));
c) pour Piiogg, C([deg(so), deg(s1), ..., deg(sa9999)])

3.2 Arbre couvrant

Pour les graphes planaires générés ci-dessus, on souhaite extraire un arbre couvrant, c’est-a-
dire un graphe qui comprend les mémes sommets, mais un sous-ensemble des arétes de facon a
produire un arbre. Pour cela, on effectue un parcours en largeur du graphe, et ’on ne conserve
dans l'arbre couvrant que les arétes utilisées lors du parcours en largeur. On parcourt & chaque
fois les sommets et les voisins par ordre croissant d’indice dans le graphe.

On note T)?(i) 'arbre couvrant ainsi obtenu pour le graphe P? en partant du sommet s;.

Par exemple, pour ug = g, pour le graphe planaire P32, en partant du sommet sg, on parcourt
ses voisins et ajoute ainsi a l’arbre couvrant dans 'ordre les arétes (so, s1), (so,S2), (So,S3),
(s0,54), et (8o, s5). On repart alors successivement de ces différents sommets par ordre croissant
d’indice, d’abord avec s1, pour lequel on ajoute les arétes (s1,sg) et (s1,s7). Puis pour sg, s,
s4, 85 1l n’y a pas d’aréte a ajouter. On repart alors successivement des nouveaux sommets sg

—_~—

et s7, pour lesquels il n’y a pas d’aréte & ajouter. On obtient ainsi 'arbre couvrant T; 52(0) :
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Question 9 Calculer

a) dans Tig(0), C([deg(so), deg(s1), ..., deg(s15)]),

b) dans Ti0(0), C([deg(so), deg(s1), ..., deg(s999)]),
c) dans Tio00(0), C([deg(so), deg(s1), ..., deg(s9999)])

3.3 Partitionnement de graphes planaires

Dans le cas des graphes planaires, on change légérement le probléme de partitionnement : pour
un graphe G ayant n sommets on cherche un sous-ensemble S des sommets (appelé séparateur)
tel que si l'on retire ces sommets du graphe G et les arétes correspondantes, on obtient deux
ensembles de sommets A et B pour lesquels il n'y a pas dans G d’aréte dont une extrémité est
dans A et 'autre dans B. S « sépare » donc effectivement le graphe en deux parties. On cherche
a réduire le nombre de sommets du séparateur, |S|, tout en gardant A et B de tailles similaires.

Question a développer pendant I'oral 9 En pratique, on constate que I’'on parvient en général
a obtenir |S| = O(y/n), pourquoi 7

Si l'on représente le graphe dans le plan (puisqu’il est planaire!), intuitivement on le coupe
facilement en deux en le tranchant en deux morceaux. La surface utilisée par la représentation
du graphe est de 'ordre de n, et la ligne utilisée pour le trancher en deux est donc de 'ordre de

N

Nos graphes planaires étant trés réguliers, nous allons pouvoir utiliser une heuristique un peu
simpliste pour déterminer S, mais qui se réveélera obtenir de bons résultats.
— On commence par calculer un arbre couvrant tel que réalisé a la section 3.2, en partant
du sommet 0.
— On calcule également les profondeurs des différents sommets dans cet arbre, on note maxp
la profondeur maximum obtenue.
— On note H 'ensemble des sommets de profondeur au moins maxp — 1.
— On pioche s; le sommet de H avec ¢ maximal.
— On choisit s; € H tel que le chemin de s; & s; dans I'arbre couvrant forme un séparateur
S pour lequel ||A| — | B|| est minimal, en choisissant j minimal en cas d’égalité.
Note : méme si ce n’est pas vrai dans le cas général, dans le cas des graphes planaires générés
mentionnés dans cet exercice, il se trouve que cette heuristique les partitionne toujours en au
plus 2 composantes connexes.
On note S le séparateur obtenu ainsi pour Pj.

Par exemple, pour uy = ug, dans le caiii/u graphe Pg’z, H comprend tous les sommets sauf s,

on part du sommet s7, et I'on obtient S32 = {sq, s1, s5, s7} pour lequel ||A] — |B||=|2—-2| =0

Question 10 On ordonne les sommets de S% par indice croissant. Calculez

a) C(5%) b) C(Si5e0) ) C(Si3on0)

Question a développer pendant I'oral 10 Expliquez votre implémentation et estimez sa com-
plexité.
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Le calcul d’arbre couvrant est un parcours en largeur classique, il faut simplement se souvenir
des arétes parcourues.

On peut calculer les profondeurs en méme temps, ou bien dans un second parcours en largeur.
Le chemin de s; a s; dans I'arbre couvrant peut se faire avec un parcours simpliste, qui se
trouvera en O(n) de toute fagon puisque c’est un arbre. On peut alors calculer |A| avec un calcul
de connexité classique, en O(n) aussi. s; étant fixé, on ne parcourt que pour s;, et il ne parcourt
que le contour du graphe, donc de I'ordre de /n sommets. On a ainsi une complexité estimable

an-y/n.
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Fiche réponse type : Comment couper la poire en deux ?

up : 42
Question 1
uestion b) 397
781
a)
1900
c)
b) 374
d) 12511
o) 805
Question 6
Question 2 4314
a)
373
a)
b) 12572
b) 167
36952
)
0 943
Question 7
Question 3 2
a)
33
a)
b) 386
b) 233
20
c)
506
c) Question 8
Question 4 870
a)
a) 2
b) 348
b) 341
582
c)
1915
c) Question 9
Question 5 687
a)
a) 2
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b)

c)

Questi

a)

235

377

on 10

111

11 /11

b)

375

923




Jeux sur des arbres (tries on tries).

Epreuve pratique d’algorithmique et de programmation

Concours commun des Ecoles normales supérieures

Durée de I’épreuve : 3 heures 30 minutes

Juin/Juillet 2021

N’oubliez en aucun cas de recopier votre wuy
a 'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Il vous a été donné un numéro ug qui servira d’entrée a vos programmes. Les réponses attendues
sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse fournie a la fin du sujet. A la
fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La premiére est un exemple des réponses
attendues pour un ug particulier (précisé sur cette méme fiche et que nous notons avec un tilde
pour éviter toute confusion !). Cette fiche est destinée & vous aider & vérifier le résultat de vos
programmes en les testant avec ug au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant a

votre ug) sur la seconde et vous la remettrez & 'examinateur a la fin de épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de I’examen, lorsque la description d’un algorithme est demandée,
vous devez présenter son fonctionnement de fagon schématique, courte et précise. Vous ne devez en
aucun cas recopier le code de vos procédures !

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonction d’un
paramétre n, on demande l'ordre de grandeur en fonction du paramétre, par exemple : O(n?),
O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des paramétres
et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez résolus préalable-
ment a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type fournie en annexe. Enfin, il
est recommandé de lire I'intégralité du sujet avant de commencer afin d’effectuer les bons choix de
structures de données dés le début.







1 Préliminaires

Etant donné un corpus, c’est-a-dire une liste de mots valides, on considére un jeu a deux joueurs ou,
a tour de role, chaque joueur énonce une lettre. A eux deux, ils constituent ainsi un mot commun
en ajoutant la lettre qu’ils jouent & la fin du mot en cours de construction. Le mot que les deux
joueurs construisent doit toujours étre un préfixe d’un des mots du corpus. Toutefois, le premier
joueur qui forme un mot du corpus en ajoutant sa lettre a perdu. C’est le joueur 1 qui commence.
Par exemple, supposons que le corpus est réduit & un seul mot, {ARBORE}. Une partie peut
alors se dérouler comme suit : le joueur 1 dit la lettre A, le joueur 2 la lettre R, puis ils jouent
alternativement B, O, R, et E. A ce point, le joueur 2 perd a l'instant ot il joue la lettre E, puisqu’il
a formé le mot ARBORE. Si par contre le corpus contenait également le mot A, alors le joueur 1
perdrait dés son premier coup en prononcant la lettre A.

Notations

On rappelle que pour deux entiers naturels a et b, a mod b désigne le reste de la division entiére
de a par b, c’est & dire 'unique entier r avec 0 <7 < b tel que a =k x b+ r pour k € N.

Rappels sur les arbres lexicographiques et les jeux

Un mot w de taille n sur un alphabet 3 est constitué de n lettres w[0] - - - w[n — 1], toutes dans X.
€ désigne le mot vide. p C w indique que p est un préfixe de w. Si de plus p # w on note p C w et
on dit que p est un préfixe strict de w.

Un arbre lexicographique, ou arbre de préfixes, est un arbre de recherche qui permet de représenter
un ensemble de mots, et supporte des opérations de recherche et d’insertion. On décrit un tel arbre
par le quintuplet A = (X,V,«,9,T) ou :
— ¥ est un alphabet, ici représenté par les entiers de 0 & M — 1
— V représente les noeuds de I'arbre, ici des entiers dont 0 est la racine;
— «a: V — P(2) représente la fonction de voisinage et 6 : V x ¥* — V la fonction de transition
dans l'arbre : s’il y a une aréte étiquetée a € ¥ du noeud u au noeud v, alors a € a(u) et
v = 6(u,a). On étend la fonction de transition § aux mots de la fagon suivante : d(u, &) = u
et §(u, ww') = §(6(u, w), w’) ot ww' désigne la concaténation des mots w et w'.
— T C V représente les noeuds dits terminaux de l'arbre.
On peut associer un mot a chaque nceud de I'arbre : la racine de 'arbre correspond au mot vide ¢,
et on obtient le mot d’un noeud en lisant les lettres sur la branche reliant la racine a ce noeud, cf.
Figure 1. L’ensemble des mots de I’arbre correspond aux mots des nceuds terminaux. Et les mots
des noeuds de I’arbre correspondent aux préfixes des mots de l'arbre. Pour savoir si un mot w est
dans l'arbre, on part de la racine et on emprunte les arétes étiquetées par les lettres de w si elles
existent. S’il ne manque aucune aréte et qu'on aboutit & un nceud v € T, alors le mot est dans
I’arbre. Dans le cas contraire, le mot n’est pas dans ’arbre.

Un jeu a deux joueurs sur un arbre A = (X, V, «,0,T) se déroule de la fagon suivante :
— les nceuds V sont les configurations possibles du jeu; la racine est controlée par le joueur 1,
et une aréte relie toujours deux noeuds controlés par des joueurs différents;
— les arétes représentent les coups possibles depuis le nceud w« : si I'on joue la lettre a € a(u)
depuis le nceud u, on emprunte I’aréte et on atterrit dans le nceud v = §(u, a);
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— le jeu s’arréte lorsqu’on atteint un nceud de 7', dans ce cas I'un des joueurs gagne.

Générateur de nombres pseudo-aléatoires

Etant donné ug on définit la récurrence suivante :

u(0) = ug
Vte N, u(t+1) = (28 x u(t)) mod 336529

L’entier ug vous est donné, et doit étre recopié sur votre fiche réponse avec vos résultats. Une fiche
réponse type vous est donnée en exemple, et contient tous les résultats attendus pour une valeur
de g différente de la votre (notée ug). Il vous est conseillé de tester vos algorithmes avec cet ug.
Pour chaque calcul demandé, avec le bon choix d’algorithme le calcul ne devrait demander qu’au
plus quelques secondes, jamais plus d’une minute.

Question 1 Calculer les valeurs suivantes :

a) u(1) mod 1000, b) u(42) mod 1000, c) u(10%) mod 1000.

Génération de mots
On définit le corpus L(N) par la liste des mots w; pour i = 0,..., N — 1 comme suit : w; est de
taille T; et sa t-iéme lettre est w;[t] pour ¢ =0,...,T; — 1 ou :
T; = Tiin + (u(?) mod (Tmax — Tmin +1))  wit] = w(|i/7] +t) mod M

Les mots ont au moins Ti,;, = 4 lettres, au plus Tinax = 24 lettres et 'alphabet comporte M = 17
lettres de 0 a 16. En particulier, € & L(N).
Question 2 Afficher les 4 derniéres lettres du dernier mot wy_1 du corpus L(N) pour les valeurs
de N suivantes :

a) N =10 b) N =1000, c) N =100000.
On note NBOccC(a, L) le nombre d’occurrences d’une lettre a € ¥ dans le corpus L, dont on se
servira dans la derniére section 3. Il se peut qu’un méme mot apparaisse plusieurs fois dans le

corpus, auquel cas les lettres d’'un mot apparaissant plusieurs fois doivent étre comptées plusieurs
fois.

Question 3 Calculer NBOcc(wy_1[Tn-1—1], L(N)), le nombre d’occurrences de la derniére lettre
du dernier mot du corpus L(N), pour les valeurs de N suivantes :

a) N =10 b) N = 1000, ¢) N =100000.
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FIGURE 1 — Un arbre lexicographique pour le corpus {arbore, arbre, jeu, joue, jouer, joueur}. La
racine est le nceud tout & gauche et les nceuds terminaux sont indiqués par T.

Construction de ’arbre lexicographique

On construit un arbre lexicographique associé & un corpus en partant d’un arbre vide et en insérant
successivement les mots du corpus dans ’arbre, comme représenté sur la Figure 1. On note A(N)
Parbre lexicographique associé au corpus L(N).

Question 4 Pour les valeurs de N suivantes, déterminer le nombre de nceuds terminaux présents
dans A(N).

a) N =10 b) N =1000, c) N = 100000.

Question a développer pendant l'oral 1 Décrire la structure de donnée utilisée pour représenter
un arbre lexicographique et la complexité de Dalgorithme utilisé pour le construire, en fonction
de N, Thax et M. Quel est I'intérét d’une telle structure de données, et quelle autre structure
pourrait-on utiliser pour stocker le corpus ? A quoi correspond le nombre de noeuds terminaux ?

On peut avoir une structure récursive : un arbre dont chaque nceud contient un booléen qui indique
8l est terminal ou pas, et dont les enfants sont représentés par une liste de paires (lettre, arbre)
(I). Les enfants peuvent aussi étre représentés par un tableau d’arbres, comme le degré d’un nceud
est borné par M = 17 (II). Une autre solution est d’implémenter arbre lexicographique comme un
graphe par liste d’adjacence : les voisins d’un noeud sont encodés par des paires lettre et identifiant
du noeud d’arrivée (III). En Python on peut utiliser un dictionnaire (table de hachage) pour accéder
a un voisin en O(1) plutdt que O(M) : les clés sont les lettres et les valeurs les identifiants de noeuds
(IV). Ajouter un mot w a une complexité O(jw| x M) dans les cas (I-III) et O(|w|) dans le cas (IV).
Ainsi la complexité totale est O(NTaxM) ou (NTyax). Par ailleurs il s’agit d’un arbre M-aire
enraciné et tous les noeuds ont exactement un pére sauf la racine, donc il y a autant de noeuds que
d’arétes plus 1. Il est également possible de représenter le corpus par un automate plutét qu’un
arbre lexicographique, ce qui peut réduire encore le nombre de noeuds. Dans ce cas on choisirait une
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implémentation comme (IIT) ou (IV). Enfin, le nombre de nceuds terminaux de A(N) correspond
au nombre de mots distincts du corpus L(IV).

2 Stratégie gagnante contre un adversaire omniscient

Pour commencer, on suppose dans cette section que vous et votre adversaire connaissez tous les
mots du corpus, que c’est vous qui commencez (vous étes le joueur 1) et que 'adversaire a la
meilleure stratégie possible.

On note MOTSINACCESSIBLES(NN) la liste des mots distincts du corpus L(N) qu’on ne pourra jamais
jouer, car le jeu s’'interrompt forcément avant d’avoir pu les prononcer.

Question 5 Compter la taille de MOTSINACCESSIBLES(NN) pour les valeurs de N suivantes :

a) N =10 b) N = 1000, c) N = 100000.

Question a développer pendant lI'oral 2 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
de N, Tiax et M.

Un parcours en profondeur depuis la racine qui s’arréte aux noeuds terminaux suffit pour compter
les noeuds accessibles en O(NTax) car le nombre d’arétes est presque égal au nombre de noeuds.
Le nombre de noeuds terminaux total est le nombre de mots distincts du corpus, ainsi on peut en
déduire le nombre de mots inaccessibles.

Dans l'arbre, un neeud est dit gagnant si et seulement si le joueur 1 (vous, dans cette section) a
une stratégie pour gagner a partir de ce nceud, quoi que fasse le joueur 2. Notez que “gagnant” se
référe toujours au joueur 1 qui commence, méme si c’est au joueur 2 de jouer & partir de ce noeud.
On dit que le joueur 1 (vous) a une stratégie gagnante si la racine est gagnante. On vous garantit
que la racine est gagnante pour le corpus généré.

Question a développer pendant I'oral 3 Formellement, dans quels cas un nceud est-il gagnant ?

Un noeud est gagnant si et seulement si :
— il est contrdlé par nous (donc de profondeur paire si on commence la numérotation & 0) et
[terminal ou a au moins un fils gagnant|
— ou bien il n’est pas controlé par nous, n’est pas terminal et tous ses fils sont gagnants.
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Question 6 Calculer le nombre de nceuds gagnants qui sont des voisins directs de la racine dans le
corpus L(N) pour les valeurs de N suivantes :

a) N=10 b) N = 1000, c) N = 100000.

Question a développer pendant I'oral 4 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
de N, Tiax et M.

La régle ci-dessus nous donne un algorithme récursif : la régle est simple a calculer aux feuilles, et
par induction. Donc on ne fait qu'un passage de chaque nceud et la complexité est O(NTmax)-

A présent que vous avez vérifié que le joueur 1 a une stratégie gagnante, on s’intéresse a la stratégie
la plus concise, i.e. retenir un nombre minimum de mots pour pouvoir gagner au jeu.

Un ensemble de mots est stable si, en ne jouant que des lettres correspondant a des préfixes de
ces mots, on s’assure que 'adversaire ne peut que jouer des préfixes de ces mots. D’une certaine
maniére, un tel ensemble piége ’adversaire. Formellement, un ensemble L’ est stable si et seulement
si pour tout mot w de L’ et tout préfixe strict p C w de taille impaire, si v = §(0, p), alors on a la
relation suivante : Vb € a(v), Jw’ € L', pb C w'.

Par exemple, pour le corpus [ET, EN,BAS], {ET,EN} et {BAS} sont stables mais {ET} n’est pas
stable.

On cherche alors un ensemble stable de taille minimale qui ne contient que des mots qui nous font
gagner : un ensemble de mots distincts ANTISECHE(N) du corpus L(N) de cardinal minimal tel
que jouer seulement avec les mots de ANTISECHE(N) nous permette de gagner.

Question 7 Calculer la taille de ANTISECHE(N ) pour les valeurs de N suivantes :

a) N =10 b) N = 1000, ¢) N = 100000.

Question a développer pendant I'oral 5 Présenter votre algorithme et sa complexité en fonction
de N, Tiax et M.

Un ensemble de mots distincts du corpus (resp. nous faisant gagner) correspond & un ensemble de
nceuds terminaux de arbre (resp. gagnants). On cherche un sous-arbre qui contient la racine, dont
les noeuds terminaux sont tous gagnants et en nombre minimum. Comment trouver un ensemble
stable 7 On part de la racine gagnante et on élague tous les nceuds non gagnants de ’arbre. Le sous-
arbre obtenu n’a que des nceuds gagnants, contient la racine, et on peut montrer que 1’ensemble
des mots correspondant & ses nceuds terminaux est non vide et stable, par définition d’un nceud
gagnant. Pour respecter la propriété de stabilité, il faut conserver tous les fils des nceuds controlés
par l'adversaire, tandis que pour les nceuds qu’on contréle, on peut se contenter de conserver
un seul fils. Le nombre minimal de noeuds terminaux pour chaque sous-arbre enraciné peut étre
calculé par induction sur larbre : 1 pour les nceuds terminaux, le minimum des valeurs des fils
gagnants lorsqu’on contrdle le nceud, la somme des valeurs des fils lorsqu’on ne controle pas le
nceud. Complexité identique a la question précédente O(NTpax)-
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3 Pas de stratégie gagnante contre un adversaire limité

Dans cette section, c’est I’adversaire qui commence : c’est lui le joueur 1. Heureusement, il n’est pas
omniscient et méme assez limité, ainsi vous vous intéressez au meilleur coup & jouer a partir d’'un
neeud donné. Ainsi dans cette section, on ne s’intéresse plus a gagner a coup siir, mais a quantifier
la valeur d’un neeud, d’un coup (i.e. une paire noeud-aréte), d’une stratégie.

On introduit un nceud supplémentaire | qui n’a pas de coup possible et on note V- =V U {L1}.

Déroulement d’une partie

On appelle politique une maniére de jouer. Formellement, une politique m(a|u) est la probabilité
que 'on a de jouer la lettre a € ¥ en étant dans le noceud u. Dans cette section nous allons étudier
comment créer une séquence de politiques g, ..., 7, ol m;11 est une amélioration de ;. Au départ,
vous ne savez pas quel coup jouer et jouez de facon uniformément aléatoire my = munir parmi les
coups possibles depuis chaque nceud. Au fur et & mesure de ’apprentissage vous améliorerez votre
politique.

Les sessions t = 1,...,T correspondent & votre tour de jeu. Une session contient deux tours, joueur
2 puis joueur 1, et se déroule de la fagon suivante : & partir d’'un noeud w, on peut jouer une
lettre a € a(u) qui aboutit au nceud v = 6(u,a) de I'adversaire. Si 'on perd immédiatement on
atterrit dans L. Sinon, ’adversaire peut jouer une lettre supplémentaire b, nous fait atterrir dans
le nceud u' = §(v,b) = 6(u, ab), et on passe a la session suivante. Dans toute cette section, lorsque
I’adversaire doit jouer, il emprunte ’aréte proportionnellement au nombre d’occurrences de la lettre
dans le corpus :

NBOcc(b, L)

> NBOCO(V, L)
bea(v)

p(blv) =

ot p(blv) est la probabilité que 'adversaire joue la lettre b en partant du nceud v.

Question 8 Pour les valeurs de N suivantes, calculer la lettre £y du premier coup le plus probable
joué par I'adversaire; en cas d’égalité, donner la plus petite lettre.

a) N =10 b) N = 1000, c) N = 100000.

Mécanisme de récompense

Au début de chaque session, le jeu est sur un noeud u o 'on doit jouer, et il faut choisir une lettre
a € a(u) qui ameéne le jeu dans le nceud v = 0(u,a). Si 'on forme un mot du corpus, alors, pour
cette section seulement, on dit que I’adversaire améne le jeu dans 1’état spécial v’ = L avec une
récompense r = —1. Sinon la partie continue et 'adversaire choisit une lettre b € a(v) selon la loi
de probabilité p(blv) et améne le jeu dans I'état v’ = d(v,b) avec une récompense qui vaut r = 1
s’il forme un mot du corpus et 7 = 0 sinon, auquel cas la partie continue et on passe a la session
suivante.

On note p(u/,r|v) la probabilité d’atterrir dans le noceud «’ avec une récompense r en partant de
v = §(u,a) ot a est la lettre qu’'on joue depuis le nceud w.

6/8



Question a développer pendant I'oral 6 Pour quelles valeurs de (u',rv) € V4t x {~1,0,1} x V
est-ce que p(u',r|v) est non nul ?

Seulement pour les nceuds v controlés par I’adversaire :
siveT, p(L,—1jv)=1

SivgT { Vb € a(v),p(v,1|v) = p(blv) si v’ = 6(v,b) €T
" Vb € av),p(u,0lv) = p(blv) siu' = (v,b) ¢ T.

Détaillons & présent ce que 'on cherche & optimiser :
— U, est une variable aléatoire correspondant au nceud & partir duquel on joue & 'instant ¢,
Ay la lettre jouée a I'instant ¢ qui aboutit au nceud Uyyq (& partir duquel on joue & 'instant
t + 1) avec une récompense de Rii1 ;
— v est un facteur dit d’actualisation pour les récompenses futures, dans tout ce sujet v = 0,9;
— Gy est la récompense amortie : Gy = Ryyq1 + YRipo + V2 Ripz +... = ZZOZO YRy 1. Ainsi
cette valeur objectif accorde plus d’importance aux récompenses proches qu’aux récompenses
lointaines dans le temps. Intuitivement, on souhaite maximiser nos chances de gagner dans
un futur proche.
De plus pour une politique 7 on note :
— la fonction de valeur V; sur les noeuds, qui représente la récompense amortie moyenne si 'on
part du noeud u et que lon suit la politique 7 : Vy(u) = Ex[G¢|Ur = u];
— la fonction de valeur Q, sur les coups (nceuds-arétes), qui représente la récompense amortie
moyenne si I'on part du noeud u, que l'on joue la lettre a et que 'on suit la politique 7 :

Qr(u,a) = Ex[Gi|Us = u, A; = al.

Evaluation de politique

On définit opérateur de Bellman K :

Ke(V)(w)= Y | n(alu) > p(r|6(u, a))[r + 7V (u')]

aca(u) (uw',r)eV+Lx{-1,0,1}

L’opérateur K, est contractant et admet un point fixe qui est ¥V, (on ne vous demande pas de le

prouver). Ainsi on définit la suite Vi) (1) = 0 pour tout u et V' = K. (V") cette suite tend
(100) __

vers V; et on supposera que Vp = Vr.

Question 9 Pour les valeurs de N suivantes, calculer Vﬂﬂ?)(ug) ou Trynit est la politique initiale

uniformément aléatoire et uj, est le nceud a partir duquel on joue si I'adversaire commence en

jouant {y :

a) N =10 b) N = 1000, c¢) N = 100000.

Question a développer pendant I'oral 7 Donner une borne supérieure sur le nombre d’itérations
nécessaires a la convergence. En déduire un autre algorithme pour calculer V, et sa complexité.
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Le nombre d’itérations est au plus Ti,ax + 1 car la structure est un DAG de profondeur Ty,.x + 2
dont les feuilles ont déja la valeur correcte 0. Comme il s’agit de ce cas particulier, on peut calculer
par induction la valeur de V; en complexité O(NTmax)-

Amélioration de politique

A présent qu’on a calculé la valeur de chaque nceud, on peut améliorer notre politique :
miy1(alu) = argmax Q,, (u, a) £ argmax Z p(u,r|6(u,a))[r + YVa, (u)]
a a

(uw',r)eV+Lx{-1,0,1}

A nouveau, en cas d’égalité, on préférera la plus petite lettre. Ce qui signifie que 7,1 (alu) vaut 1
ssi a est la plus petite lettre vérifiant Qr, (u, a) = max, Qn, (u,a’), et 0 partout ailleurs.

Question 10 Alterner entre évaluation de V, puis amélioration de 7 jusqu’a convergence. Si I’ad-
versaire joue {y et qu’on atterrit en u(, quel est le meilleur coup a jouer pour les valeurs suivantes
de N7

a) N =10 b) N = 1000, ¢) N = 100000.

Question a développer pendant I'oral 8 Expliquer I’algorithme utilisé et donner sa complexité par
itération en fonction de N, Ty.x, M.

L’évaluation de V, et Pamélioration de m se font en un parcours du DAG et ont chacune un coit
O(NTpax) car il y a autant de coups possibles que de noeuds.

Question a développer pendant I'oral 9 Si le nombre de nceuds est fini et petit, et qu’on considére
un graphe quelconque de jeu, quel algorithme proposez-vous pour déterminer la fonction de valeur
sur les neeuds V, 7

L’équation (V) = V peut étre écrite sous forme matricielle, et cela devient un systéme linéaire
a résoudre. La complexité est O(N3) par I'algorithme du pivot de Gauss.
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Fiche réponse type :

Jeux sur des arbres (tries on tries).
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Coloriages de graphes.
Epreuve pratique d’algorithmique et de programmation
Concours commun des Ecoles normales supérieures

Durée de I’épreuve : 3 heures 30 minutes

Juin/Juillet 2021

N’oubliez en aucun cas de recopier votre ug
a I'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Il vous a été donné un numéro ug qui servira d’entrée a vos programmes. Les réponses attendues
sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse fournie a la fin du sujet. A la
fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La premiére est un exemple des réponses
attendues pour un ug particulier (précisé sur cette méme fiche et que nous notons avec un tilde
pour éviter toute confusion !). Cette fiche est destinée & vous aider & vérifier le résultat de vos
programmes en les testant avec ug au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant a
votre ug) sur la seconde et vous la remettrez a I’examinateur a la fin de ’épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de I’examen, lorsque la description d’un algorithme est demandée,
vous devez présenter son fonctionnement de fagon schématique, courte et précise. Vous ne devez en
aucun cas recopier le code de vos procédures !

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonction d’un
paramétre n, on demande l'ordre de grandeur en fonction du paramétre, par exemple : O(n?),
O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des paramétres
et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez résolus préalable-
ment a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type fournie en annexe. Enfin, il
est recommandé de lire I'intégralité du sujet avant de commencer afin d’effectuer les bons choix de
structures de données dés le début.







1 Préliminaires

Notations et rappels

On rappelle que pour deux entiers naturels a et b, a mod b désigne le reste de la division entiére
de a par b, c’est & dire 'unique entier r avec 0 < r < b tel que a =k x b+ r pour k € N.

Ce sujet ne portant que sur les graphes non orientés, chaque utilisation du mot graphe doit étre
entendue comme graphe non orienté. Un graphe est donc, pour ce sujet, un couple G = (V, E) ou
V' est ’ensemble fini des sommets ou noeud du graphe et E est 'ensemble des arétes, chaque aréte
étant un ensemble de sommets de cardinal 2. Notez que cette définition interdit les boucles (un
sommet n’est jamais relié & lui-méme par une aréte).

Un coloriage d’un graphe G = (V| E) est une fonction qui associe une couleur a chaque sommet
du graphe. Dans ce sujet les couleurs seront codées par des entiers et un coloriage sera donc une
fonction de type V' — N. Un coloriage d’un graphe G = (V, E) est dit valide s’il n’existe pas deux
sommets de méme couleur reliés par une aréte. Formellement, un coloriage c est valide quand pour
tout {a,b} € E = c(a) # c(b).

Le nombre de couleurs d’'un coloriage ¢ pour un graphe (V, E') est le nombre de couleurs différentes
utilisées par ¢, c’est-a-dire le cardinal de ensemble ¢(V'). Le nombre chromatique d’un graphe est
le nombre minimum de couleurs d’un coloriage valide de ce graphe.

Générateur de nombres pseudo-aléatoires

Etant donné ug on définit la récurrence :

Vvt € N, ugr = (900007 X ur) mod 1000000007

L’entier uy vous est donné, et doit étre recopié sur votre fiche réponse avec vos résultats. Une fiche
réponse type vous est donnée en exemple, et contient tous les résultats attendus pour une valeur
de uq différente de la votre (notée ug). Il vous est conseillé de tester vos algorithmes avec cet ug
et de comparer avec la fiche de résultat fournie. Pour chaque calcul demandé, avec le bon choix
d’algorithme le calcul ne devrait demander qu’au plus de 'ordre de la seconde, jamais plus d’une
minute.

Question 1 Calculer les valeurs suivantes :

a) u; mod 1000 b) use mod 1000 ¢) uioo0 mod 1000 d) ujos mod 1000

u0 = int(input())
u = [u0]
while len(u)<1000003:
u.append( (ul[-1]1%900007) 7 (10**9+7))

Elimination de doublons dans une liste d’entiers

Il existe différentes méthodes pour éliminer les doublons d’une liste. Dans ce sujet nous allons
présenter une méthode qui peut étre efficace sur les listes composées d’entiers naturels ot 'on
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connait une borne sur lentier le plus grand présent dans la liste.

Le tableau estDoublon est supposé déja alloué a la taille Ny, = 100 000
La liste [ ne contient que des entiers dans U'intervalle [0, N — 1] avec Npygo > N
fonction ElimineDoublon(l) :
pour : € [ faire
| estDoublonli] + Faux
fin
listeSansDoublon < liste vide
pour : €[ faire

si non estDoublon[i] alors
Ajoute i a listeSansDoublon

estDoublon[i] « Vrai
fin
fin
retourner listeSansDoublon

Question a développer pendant 'oral 1 Expliquer le  fonctionnement de la  fonction
ElimineDoublon, justifier de sa correction et donner sa complexité en fonction de la taille
de la liste | (on ne prendra pas en compte le temps d’allocation du tableau estDoublon).

La fonction ElimineDoublon prend en paramétre une liste d’entiers { et travaille en deux temps.
Dans une premiére boucle elle s’assure que estDoublon[i] est & Faux pour chaque élément de la liste.
Dans une deuxiéme boucle on itére & nouveau sur les éléments de la liste, si estDoublon[i] est a
Faux c’est que c’est la premiére fois que ’on voit i donc il n’est pas encore dans listeSansDoublon
et on 'y ajoute sinon on ignore i. Au total listeSansDoublon contient bien tous les éléments de [
mais aucun doublon.

La complexité est celle de faire deux itérations sur ! donc O([I|).

Question 2 On note L(M) = {u; mod M |0 <i < M}. Calculer le cardinal de I'ensemble L(M)
pour les valeurs de M suivantes :

a) M =10 b) M = 5432 c) M = 98765
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estDoublon = [False]* 100000
def sansDoublons(1):
for i in 1:
estDoublon[i] = False
r=[1
for i in 1:
if not estDoublon[i]:
r.append (i)
estDoublon[i]=True
return r

def 1(m):
return len(sansDoublons([uli] 7 m for i in range(m)]))

Générateur de graphes pseudo-aléatoires

Etant donnés deux nombres N et M on définit le graphe G(N, M) comme le graphe qui a pour
sommets 'ensemble V = {0... N — 1} et pour arétes 'ensemble E = {{l;,¢;} |0 <i < M} ou l; et
g; sont définis de la fagon suivante :

li= ug; mod N
9i = (i + 1+ (ugi+1 mod (N —1))) mod N

Comme il est possible d’avoir une paire d’entiers (i,j) (avec ¢ # j) telle que l; = l; et g; = g;
ou alors I; = g; et g; = lj, il est possible que G(NN, M) contienne un nombre d’arétes inférieur
strictement & M. Pour construire le graphe, il est recommandé de construire dans un premier
temps la liste des voisins de chaque sommet avec éventuellement des doublons, puis d’utiliser la
fonction ElimineDoublon pour les éliminer.

Question 3 Calculer le nombre de voisins du sommet 0 dans les graphes G(N, M) pour les valeurs
de N et M suivantes :

a) N=5 M=10 b) N =100, M = 300
c) N =1234, M = 123456 d) N =98765, M = 234567
def g(n, m):

graphe = [[] for _ in range(n)]

for i in range(m):
1 =ul2*i] % n
g = (1+ (ul2*i+1]1%@-1)) + 1) % n
graphe[1] . append (g)
graphe [g] . append (1)

return [sansDoublons(s) for s in graphe]
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Question 4 Calculer le nombre total d’arétes des graphes G(N, M) pour les valeurs de N et M
suivantes :

a) N=5 M=10 b) N =100, M = 300
c) N =1234, M = 123456 d) N = 98765, M = 234567

def nbArr(g):
return sum(len(l) for 1 in g)/2

Question a développer pendant l'oral 2 Expliquer comment le graphe G(N, M) est généré et
quelle est la complexité de cette construction en fonction de N et M. Expliquer aussi la struc-
ture de données choisie pour stocker le graphe.

Le graphe est d’abord généré avec doublons et stocké sous forme de liste d’adjacence. Une fois
que l'on a ajouté toutes les arétes on passe chaque liste de voisins d’un nceud dans la fonction qui
élimine les doublons.

La complexité est linéaire en M pour produire toutes les arétes puis & nouveau linéaire sur chaque
liste d’adjacence donc linéaire au total en M.

2 Une premiére heuristique pour approximer le nombre chro-
matique

Un « recoloriage » d’un sommet s dans un coloriage consiste & remplacer la couleur du sommet s

par le plus petit entier naturel qui n’est pas utilisé par un des voisins de s.

Un premier algorithme, que ’'on nomme COLORIER] pour colorier les graphes consiste simplement

& partir du coloriage ol tous les sommets sont coloriés & 0 puis & recolorier chacun des sommets, en
commengant par le sommet 0, puis le sommet 1, puis le sommet 2, etc., jusqu’au sommet N — 1.

Question 5 Dans le coloriage renvoyé par COLORIER] sur les graphes G(N, M) quelle est la couleur
du sommet |N/2| et quel est le nombre de couleurs utilisées pour pour les valeurs de N et M
suivantes :

a) N=5 M=10 b) N =100, M = 300
c) N =1234, M = 123456 d) N = 98765, M = 234567
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def recolorie(gr,col,i):
couleursPrises = [col[j] for j in gr[il]
for ¢ in range(len(couleursPrises)+1):
estDoublon[c]=False
for ¢ in couleursPrises:
estDoublon[c]=True
for ¢ in range(len(couleursPrises)+1):
if not estDoublon[c]:
coll[i] = ¢
return None

def colorieri(n,m):
gr=g(n,m)
c = [0]*n
for i in range(n):
recolorie(gr,c,i)
return

Question a développer pendant I'oral 3 Justifier que COLORIERI renvoie toujours un coloriage
valide. Quelle est la complexité de votre programme pour calculer COLORIER] (on ne prendra pas
en compte le temps de construction du graphe) ?

On utilise 'invariant suivant : aprés la k-iéme itération de boucle les nceuds 0 & k£ n’ont aucun
voisin de la méme couleur qu’eux. En effet recolorier choisit toujours une couleur non utilisée et
donc quand on recolorie un neeud il n’a pas la méme couleur que ses voisins. De plus cela ne va pas
créer de conflit avec les noeuds déja recoloriés.

L’algorithme ci-haut appelle simplement n fois la fonction recolorie. Cette fonction parcourt tous
les voisins pour obtenir leur couleur puis cherche une couleur non utilisée, pour cela on regarde
parmi les « nombre de voisins » plus une premiéres couleurs laquelle est libre. Cette fonction a donc
trois boucles non imbriquées qui prennent chaque un temps proportionnel au nombre de voisins.
Le temps total de colorierl est donc proportionnel & la somme du nombre de voisins de chaque
neeud c’est & dire proportionnel au nombre d’arétes.

Question a développer pendant I'oral 4 Exhiber un exemple de graphe ot le nombre de couleurs
du coloriage renvoyé par COLORIER] est supérieur strictement au nombre chromatique. Le nombre
de couleurs utilisées par COLORIER] reste-t-il, méme dans le pire cas, proche du nombre chroma-
tique ?

Nous allons directement exhiber une suite de graphes G ... ou chaque Gy est bicoloriable mais
ou le neeud ny, serait colorié avec la k-iéme couleur (et donc le graphe serait colorié avec au moins
k couleurs). On pose G; comme le graphe avec deux nceuds n; = 0 et 1 tous deux reliés par une
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aréte. Ensuite on construit G, en utilisant deux copies de Gy, et une aréte entre les deux noeuds
ng. L’ordre des sommets est important pour le coloriage : on met donc d’abord les sommets de la
premiére copie puis les sommets de la seconde copie et on fixe ng11 comme étant le ny de cette
seconde copie.

On remarque facilement que le sommet 1511 est bien colorié avec la couleur k+1 car il a des voisins
de chacune des couleurs 0 & £ — 1 dans la deuxiéme copie de Gy et il a comme voisin un sommet
de couleur k.

On remarque aussi que ce graphe est bicoloriable car on peut colorier Gyy; en coloriant Gy et
mettant une moitié de Gy41 avec ce premier coloriage et on colorie I’autre moitié avec les couleurs
inversées. Note : on pouvait aussi remarquer que c’est un arbre (il n’y a pas de cycle) et que tous
les arbres sont bicoloriables.

5586 ¥ 2

G1 G2 G3 Gk+1

3 Colorier avec deux couleurs

Tester si un graphe est coloriable avec deux couleurs est un probléme bien plus simple que de tester
si un graphe est coloriable avec K couleurs pour K > 3. Nous allons donc commencer par nous
intéresser au cas bicolore.

Pour le cas bicolore on remarquera que dans un coloriage, la validité d’un coloriage correspond au
fait qu’un neeud est toujours de la couleur qui n’est pas celle de ses voisins. On peut donc générer un
premier coloriage en appliquant cette propriété récursivement puis vérifier que le coloriage obtenu
est bien correct.

On note P(N, M, K) comme la chaine de caractére bobibs ...bg ou b; = 1 quand G(N + i, M + 4)
est coloriable avec K couleurs et b; = 0 sinon.

Question 6 Calculer P(N, M, 2) pour les valeurs de N et M suivantes :
a) N=10, M =6 b) N =1234, M = 543 c) N =98765, M = 45678
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def bicoloriable(n,m):
couleur = [None] * n

gr = g(n,m)
for i in range(n):
if couleur[i] == None:
todo = [i]

couleur[i] = O
while len(todo):
t = todo.pop()
for v in gr(t]:
if couleur[v]==couleur[t]:

return 'O’
if couleur[v] == None:
couleur[v] = 1-couleur[t]

todo . append (v)
return '1'

def p2(n,m):
return ''.join([bicoloriable(n+k,m+k) for k in range(10)])

Question a développer pendant I'oral 5 Décrire I’algorithme utilisé pour tester si un graphe est
coloriable a deux couleurs. Donner et justifier sa complexité (qui ne prend pas en compte le temps
de construire le graphe).

Comme proposé dans le sujet nous allons générer un coloriage et vérifier qu’il est correct. Ces deux
opérations auront lieu dans un méme parcours de graphe (ici en profondeur).

Il est important de remarquer que ’on lance un parcours depuis chaque noeud non colorié mais il se
trouve que le parcours reste linéaire en le nombre d’arétes plus le nombre de nceuds en constatant
que chaque ajout dans todo force une couleur et donc il y a au plus /N ajouts dans todo et M
itérations de la boucle sur les voisins d'un noeud (chaque nceud et chaque aréte étant traité une
unique fois).

4 Une seconde heuristique pour approximer le nombre chro-
matique

Etant donné un graphe G, on dit qu’il est naivement coloriable avec K couleurs si G est vide ou
§’il existe un sommet n de degré strictement inférieur & K tel que G’ soit naivement coloriable avec
K couleurs ou G’ est le graphe G ou l'on a retiré le sommet n et ses arétes adjacentes.

Question a développer pendant I'oral 6 Justifier qu'un graphe naivement coloriable avec K cou-
leurs est un graphe qui est coloriable avec K couleurs. Montrer que si G est un graphe naivement
coloriable alors n’importe quel G’ obtenu en enlevant des arétes et des sommets de G est naivement
coloriable avec K couleurs.
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Tout d’abord on remarque que la définition de naivement coloriable avec K couleurs revient a
I'existence d’une suite wuq...u, de sommets & enlever avec la condition que quand on retire le
sommet u; celui-ci a un degré au plus K — 1.

Nous allons maintenant justifier qu'un graphe naivement coloriable avec K couleurs est un graphe
qui est coloriable avec K couleurs. Pour cela on part d’une séquence u ... u, pour retirer les som-
mets de G et d’un coloriage o tous les noeuds ont une couleur en dehors de [0, K — 1] (par exemple
la couleur K'). On va ensuite recolorier les sommets en suivant lordre w,, ...u;. Par définition de
la séquence a chaque fois qu’on recolorie un sommet u; il a au plus K — 1 sommets voisins coloriés
avec une couleur dans l'intervalle [0, K — 1] et donc il reste au moins une couleur de disponible. Au
final tous les sommets vont donc étre recoloriés avec une couleur qui sera entre 0 et K — 1 et donc
le graphe est K-coloriable.

Par ailleurs on note qu’en retirant un nceud et ses arétes adjacentes, le degré des noeuds du graphe
ne fait que diminuer. Donc s’il existe une séquence pour retirer tous les sommets du graphe G, il
existera toujours une séquence pour retirer les sommets d’un graphe G’ ot 'on a retiré des sommets
de G. En effet une séquence u pour G peut étre adaptée en une séquence pour G’ en retirant de u
les sommets déja enlevés.

Question 7 Calculer le plus petit K tel que G(N, M) est naivement coloriable avec K couleurs
pour les valeurs de N et M suivantes :

a) N =10, M =32 b) N =123, M = 3456
c) N = 4321, M = 100000 d) N = 54321, M = 423000

def naivementColoriable(n,m):
gr=g(n,m)
deg = [len(l) for 1 in gr]
todo = [[] for _ in range(n)]
estFait = [False] * n
faits = 0
for v in range(n):
todo[len(gr[v])].append(v)
for k in range(n):
while len(todol[k]):
v=todo [k] . pop ()
if not estFait[v]:
estFait[v] = True
faits+=1
for vois in grlv]:
deglvois] -=1
todo [deg[vois]] .append(vois)
if faits == n:
return k+1

Question a développer pendant I'oral 7 Décrire I'implémentation de ’algorithme utilisé. Donner
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et justifier sa complexité.

Tester pour un K donné si le graphe est K - est assez simple : on liste tous les noeuds de degré
inférieur & K et on les met dans une liste & traiter. Pour traiter un nceud on parcourt ses voisins
en décrémentant leur degré. Si le degré d’un noeud passe & K — 1 on I'ajoute a la liste des noeuds a
faire. Ce test est linéaire en la taille du graphe O(N + M) ici.

Ceci nous donne une premiére idée d’algorithme : on teste tous les K un par un jusqu’a trouver le
bon ce qui donne un algorithme trop lent en O(K x (N + M)) mais qui pouvait obtenir des points
en laissant tourner 1’algorithme.

Une deuxiéme idée consiste & remarquer que la fonction « ce graphe est-il naivement coloriable avec
K couleurs ? » est une fonction monotone et donc on peut utiliser une dichotomie et obtenir une
complexité de O(log(K) x (M + N)) ce qui est trés rapide.

Une meilleure idée consiste & tester de nouveau tous les K par ordre croissant mais en gardant la
trace des nceuds supprimés a l’étape K pour l'étape K + 1. Pour cela on garde une liste todo[k]
des nceuds dont le degré courant est k£ ou dont le degré a été k. Pour tester un k on supprime tous
les nceuds non déja supprimés dans todo[k] (& chaque fois que I’on touche a un noeud il faut penser
a mettre a jour todo pour ses voisins). Au total on va traiter chaque noeud une seule fois et donc
lalgorithme est en O(N + M). Attention on peut avoir l'impression que todo est trés gros, car un
noeud peut étre dans plusieurs todo mais il faut remarquer qu’un nceud ne sera au plus que dans
les todo 0 & d ou d est son degré et donc la complexité spatiale est O(M).

5 Une troisiéme heuristique pour approximer le nombre chro-
matique

Nous introduisons maintenant un algorithme, COLORIER2, pour colorier les graphes. L’idée de cet
algorithme est de partir d’'un coloriage invalide et de corriger progressivement ses erreurs.

Plus précisément, 'algorithme COLORIER2 travaille récursivement, prenant en paramétre un graphe
G et un coloriage C. Si C est valide, l’algorithme s’arréte sinon ’algorithme recolorie le sommet
qui a le plus de voisins de la méme couleur que lui (rappel : on recolorie toujours avec la plus petite
couleur non utilisée par un voisin). En cas d’égalité entre plusieurs sommets qui ont le méme nombre
de voisins de méme couleur, I’algorithme recolorie le plus petit sommet (c’est-a-dire le sommet codé
par le plus petit nombre).

Par exemple sur le graphe ci-dessous, si tous les sommets sont initialement coloriés & 0, alors
COLORIER2 recoloriera d’abord le sommet 1 (qui a trois voisins de couleur 0) en la couleur 1. A ce
moment, seuls 2 et 3 sont voisins de méme couleur, on recolorie donc le sommet 2 (le sommet 3 a
aussi un voisin de méme couleur que lui, mais 3 > 2) en la couleur 2 (la couleur 0 est prise par le
sommet 3 et la couleur 1 par le sommet 1). L’algorithme s’arrétera ensuite.
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Question 8 Dans le coloriage renvoyé par COLORIER2 sur les graphes G(N, M) en partant du
coloriage ou tous les sommets sont coloriés a 0, quelle est la couleur du sommet | N/2] et quel est
le nombre de couleurs utilisées pour les valeurs de N, M suivantes :

a) N=5 M=10 b) N =100, M = 300
c) N =1234, M = 123456 d) N = 98765, M = 234567

def colorier2(n,m):
gr=g(n,m)
col=[0]*n
nbErreurs = [len(l) for 1 in gr]
aFaire = [ [] for _ in range(n+1)]
for v in range(n):
for i in range(len(grl[v])):
aFaire[i+1] .append(v)
for erreur in range(n-1,0,-1):
for v in aFaire[erreur]:
if nbErreurs[v]==erreur:
nbErreurs[v] = -1
recolorie(gr,col,v)
for vois in grlv]:
nbErreurs[vois] -=1
return col

Question a développer pendant lI'oral 8 Décrire I'implémentation de I’algorithme de COLORIER2
utilisé. Donner et justifier sa complexité.

Pour cette question il était possible (mais compliqué) d’obtenir un algorithme linéaire. En effet si
on applique naivement la définition on va recalculer les erreurs a chaque étape ce qui donne un
algorithme en O(M x N). Il est possible d’étre plus malin en mettant & jour le nombre d’erreurs et
donc de n’avoir a chaque étape qu’a sélectionner le noeud avec la plus grosse erreur ce qui donne
un algorithme en O(N? + M).

En utilisant une file a priorité paresseuse on peut descendre la complexité & O(log(N) x (N + M))
mais c’est hors du programme et il existe une solution plus simple (mais avec une complexité
similaire) que nous présentons maintenant.

L’idée consiste a créer N listes, la liste n° d contenant les noeuds dont le degré est supérieur a d par
ordre d’indice. Nous allons ensuite itérer par nombre d’erreurs e décroissant. Pour chaque nombre
d’erreur e, les sommets qui ont une erreur de e sont forcément dans la liste n° e. Attention il ne faut
pas recolorier tous les sommets de la liste n°e car certains de ces sommets peuvent avoir déja été
recoloriés et d’autres peuvent avoir eu des voisins recoloriés. Il va donc falloir regarder parmi ces
sommets ceux qui ont bien e erreurs au moment ot on doit les traiter. Pour cela, on va maintenir
le nombre d’erreurs de chaque sommet au fil des recoloriages.

La boucle principale du programme va partir d’'un nombre d’erreurs maximal ¢ = N qu’on va faire
décroitre en traitant a chaque fois les sommets de la liste n° e qui ont un nombre d’erreurs de e. La
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taille cumulée des listes est O(M) car chaque sommet s est ajouté dans les listes n° 1 a degré de s.
Chaque sommet ne sera recolorié qu’'une fois, ce qui prend un temps proportionnel au degré de ce
nceud donc on obtient un algorithme linéaire en O(N + M).

6 Vers un algorithme pour colorier de fagon optimale les
graphes

Déterminer si un graphe est coloriable avec K couleurs pour K > 3 est un probléme difficile pour
lequel les seuls algorithmes connus ont une complexité exponentielle en le nombre de sommets. Un
tel algorithme exponentiel consiste a générer tous les coloriages récursivement : tout d’abord on
teste toutes les possibilités pour colorier un premier sommet, puis un second, puis un troisiéme, etc.
A chaque fois que 1’on a un coloriage complet on peut alors vérifier s’il est correct.

Bien que cette méthode soit valide, elle passe un temps important & générer des coloriages nécessai-
rement invalides. En effet, rien ne sert de continuer a générer les coloriages récursivement si ’on a
déja deux sommets voisins coloriés avec la méme couleur. Une seconde idée pour gagner du temps
consiste a éviter de tester des coloriages symétriques, par exemple on peut décider que le premier
sommet ne sera jamais colorié qu’avec la couleur 0 et donc que pour le second sommet, il suffit
de tester la couleur 0 et la couleur 1, etc. Plus généralement, si on a un coloriage partiel avec ¢
couleurs, il suffit de tester les couleurs 0 & ¢ pour le sommet courant. D’autres idées pour réduire
le temps de calcul sont possibles, on peut par exemple jouer sur I'ordre dans lequel on colorie les
sommets (en coloriant & chaque étape un sommet contraint par ses voisins plutét que de d’abord
colorier le sommet 0 puis le sommet 1, etc.).

Question 9 Calculer P(N, M, K) pour les valeurs de N, M et K suivantes :

a) N=5 M=18 K =3 b) N =15 M =40, K =3
c) N=35 M=85K=3 d) N =45 M =100, K =3
e) N =55 M=250, K =4 f)N=65 M=825K="T

g N=715M=0925K=71
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def color(n,m,k):
gr = g(n,m)
utilisee = [[0 for _ in range(k)] for _ in range(n)]
nbPris = [0 for _ in range(n)]
def colorie(remaining,nbC):
if remaining==[]:
raise FOUND
node = max(remaining,key=lambda x:(nbPris[x],len(gr[x])))
remaining.remove (node)
for ¢ in range(min(nbC+1,k)):
if utilisee[node] [c] ==
for v in grlnode]:
utilisee[v] [c]+=1
if utilisee[v] [c] == 1:
nbPris[v]+=1
colorie(remaining,max(nbC,c+1))
for v in gr[node]:
if utiliseelv][c] ==
nbPris[v]-=1
utilisee[v] [c]-=1
remaining.append(node)

try:
colorie(list(range(n)),0)
return 'O’

except:
return '1'

N’hésitez pas, pour cette question, a laisser tourner vos algorithmes quelques minutes mais attention,
avec un algorithme trop naif, il est impossible de réussir les cas les plus durs méme en laissant tourner
le calcul des heures (I’algorithme ayant une complexité exponentielle).

Pour obtenir tous les points, il faudra donc trouver et implémenter diverses optimisations qui
réduisent le temps de calcul. Il est fortement conseillé de commencer par un algorithme naif et
d’implémenter petit & petit les optimisations en testant & chaque fois quels sont les cas résolubles
rapidement.

Question a développer pendant I'oral 9 Expliquer les idées (implémentées ou non) qui ont été
explorées pour tester plus rapidement si les graphes sont coloriables avec K couleurs.

Dans le code proposé, les idées implémentées pour diminuer le nombre d’appels récursifs sont les
suivantes :

— compter pour chaque nceud, le nombre de couleurs disponibles qu’il a et colorier d’abord les
neeuds pour lesquels on a peu de choix ce qui va permettre de plus rapidement trouver les
contradictions ;

— en cas d’égalité, commencer par colorier les nceuds qui affectent le plus d’autres noeuds (donc
les nceuds de plus haut degré). A nouveau I'idée est de trouver rapidement les contradictions ;
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— maintenir le nombre nbC de couleurs utilisées et quand on colorie un nceud on essaie seulement
de le colorier avec soit une des couleurs déja utilisées, soit avec la couleur nbC. Cela permet
d’éliminer beaucoup de coloriages symétriques.

Les idées décrites ci-haut permettent de diminuer exponentiellement le nombre d’appels récursifs.
Une autre maniére d’accélérer le code est de rendre plus rapide chaque appel récursif. Notez qu’il
est beaucoup plus intéressant de diminuer le nombre d’appels que d’optimiser chaque appel! Voici
quelques idées pour optimiser chaque appel :

— maintenir la liste des nceuds qu’il reste a colorier. Ainsi quand il n’y a que peu de nceuds a
colorier on peut les parcourir en O(n) ou n est le nombre de noeuds restants. Cette optimisa-
tion est utile car on va faire un seul appel pour colorier le premier nceud mais potentiellement
des millions pour les derniers ;

— maintenir le nombre de couleurs disponibles pour chaque nceud.

13/13



Fiche réponse type : Coloriages de graphes.

up : 54
Question 1 Question 4
2) 378 2) 6
b) 706 b) 288
973 114064
c) c)
d) 94 d) 234562
Question 2 Question 5
g |7 g | 1/3
by | 3463 by |3/ 7
o | 62416 o | 27/ 51
Question 3
estio d) 3 / 8
2
a) Question 6
b) 3 2) 1110001100
0 172 b) 1111101011
d) 7 0 0010111111
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Question 7

a)

b)

c)

d)

>

38

36

12

Question 8

a)

b)

c)

d)

0/2

2/5

A1/ 46

4/6

I1/11

Question 9

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

0000101101

1010101111

0100011000

0110111110

0000001011

0000000111

0000110111
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