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N’oubliez en aucun cas de recopier votre uyg
a 'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Sur votre table est indiqué un numéro ugy qui servira d’entrée a vos programmes. Les
réponses attendues sont généralement courtes et doivent étre données sur la fiche réponse
fournie & la fin du sujet. A la fin du sujet, vous trouverez en fait deux fiches réponses. La
premiére est un exemple des réponses attendues pour un ug particulier (précisé sur cette
méme fiche et que nous notons avec un tilde pour éviter toute confusion!). Cette fiche
est destinée a vous aider a vérifier le résultat de vos programmes en les testant avec ug
au lieu de ug. Vous indiquerez vos réponses (correspondant a votre ug) sur la seconde et
vous la remettrez a ’examinateur a la fin de I’épreuve.

En ce qui concerne la partie orale de I'examen, lorsque la description d’un algorithme
est demandée, vous devez présenter son fonctionnement de facon schématique, courte et
précise. Vous ne devez en aucun cas recopier le code de vos procédures!

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’'un algorithme en fonction
d’un parameétre n, on demande ’ordre de grandeur en fonction du parameétre, par exemple:
O(n?), O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des
parameétres et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez
résolus préalablement a la main ou bien a l’aide de la fiche réponse type
fournie en annexe. Enfin, il est recommandé de lire l'intégralité du sujet avant de
commencer afin d’effectuer les bons choix de structures de données dés le début.







L’objectif de ce sujet est d’étudier divers algorithmes de multiplication de polynémes
ainsi que leur complexité en fonction du nombre de termes des polynémes manipulés.
Pour expérimenter ces algorithmes, nous considérerons ici des polynémes dont les coef-
ficients sont des entiers modulo p = 12289. En d’autres termes, nous travaillerons dans
"anneau des polynomes (Z/pZ)[t]. 1l est & noter que, comme p est premier, Z/pZ est un
corps : tous ses éléments non nuls sont inversibles modulo p.

Dans la suite, nous appellerons polynéme de taille n un polynéme de degré au plusn—1:

n—1
A(t) = Z a;t', ot tous les a; € Z/pZ.

=0

Un tel polynome sera représenté par la donnée du n-uplet (a;)o<i<n. De maniére a ce que
cette représentation soit unique, on veillera a ce que les coefficients a; (qui sont en fait
des classes d’équivalence modulo p) soient toujours représentés par 'unique entier a; €
{0,...,p— 1} de cette classe d’équivalence. Autrement dit, les coefficients des polynéomes
doivent toujours étre réduits modulo p. Par exemple, le polynéme 2¢ — 1, de taille 2, sera

représenté par le couple d’entiers (12288, 2).

Ce sujet se divise en quatre parties. Les trois derniéres, traitant chacune un algorithme
de multiplication différent, sont relativement indépendantes les unes des autres.

1 Préliminaires

1.1 Génération de polynémes aléatoires

Avant toute chose, considérons les trois suites d’entiers positifs (ux)r>0, (Vg )k>0 €t (Wk)k>0
définies par

wn — votre ug (& reporter sur votre fiche réponse) si k=0,
¥ 17420 x ug_q mod 32003 sik>0,

{ votre ug (le méme) si k=0,

Uk 17420 x vj,_, mod 32009 si k > 0,

wi = (uy - vg) mod p, avec p = 12289.
Question 1 Donnez les valeurs (uy, vy, wy) pour k valant a) 5,  b) 50,  ¢) 500.

Nous notons alors P, x le polynome de taille n représenté par les coefficients (wgp+4)o<icn
n—1
Pn’k(t> = Z wantz.
i=0

1.2 Fonction de signature

Etant donnés deux entiers « et 7, nous définissons aussi une fonction de hachage Hash,, ,
qui, & tout n-uplet d’entiers A = (a;)o<i<n, associe la quantité

n—1
Hash, . (A) = (Z aio/) mod 7.

=0

1/7



Il est & noter que cette fonction de hachage peut étre naturellement étendue aux poly-
noémes, puisque tout polynome de taille n peut étre représenté de maniére unique par un
n-uplet d’entiers dans {0,...,p—1}. Attention toutefois & bien effectuer tout le calcul de
Hash, , modulo r et non pas modulo p.

Nous définissons enfin une fonction de signature Sig qui, elle aussi, peut étre appliquée
indifféremment aux n-uplets ou aux polynémes de taille n :

SIg(A) = (Hash17,983(A), Hash237991 (A), Hash51,997(A)).

Question 2 Donnez la signature Sig(P, ;) des polynémes P, ;(t) suivants :
a) Po(t), b) Pioo(1), c) Piooos(t)-

Remarque. Attention au dépassement de capacité des entiers machine lors du calcul
des fonctions de hachage Hash, ,. Pensez a réduire les résultats intermédiaires modulo
aussi souvent que nécessaire.

1.3 Opérations élémentaires

Etant donnés deux polynémes A(t) et B(t) (pas forcément de méme taille) ainsi qu'un
élément ¢ € 7Z/pZ et un entier positif ¢, on définit les opérations classiques

— d’addition : A(t) + B(t) ;

— de soustraction : A(t) — B(t);

— de multiplication par un scalaire ¢ - A(t) ; et

— de multiplication par ¢' : A(t) - t'.

Question 3 Calculez les polynémes suivants et donnez leur signature :
a) Pisi(t) + Puos(t), b) Pioi(t) — Pisoa(t), €) waz- Piogo1(t), d) Piooor(t)-t'7.

Question a développer pendant ’oral : En supposant que les polynémes A(t) et B(t)
soient de taille m et n, respectivement, donnez le cotit exact de chacune de ces opérations,
en matiére d’additions et de multiplications dans Z/pZ. (Une soustraction ou un calcul
d’opposé dans Z/pZ sera compté comme une addition.)

Dans la suite du sujet, lorsqu’aucune ambiguité n’est possible, on évitera d’écrire expli-
citement la variable (¢) des polynomes afin de ne pas alourdir les notations. Ainsi, par
exemple, on notera A + B la somme de deux polynomes A(t) et B(t).

2 Algorithme naif

Question a développer pendant ’oral : Etant donnés deux polynomes A(t) et B(t)
de taille m et n, respectivement, quelle est la taille de leur produit ? Ecrivez un algorithme
naif qui calcule ce produit. Quelle est sa complexité en temps et en mémoire ? Combien

d’additions et de multiplications dans Z/pZ nécessite-t-il exactement ?

Question 4 Calculez les produits de polynémes suivants et donnez leur signature :
a) Pioa(t) x Paoa(t), b) Papo(t) x Piooa(t), c) Puooo,1(t) X Psoo02(t)-
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3 Algorithme de Karatsuba

Dans cette partie, les polynéomes que nous cherchons a multiplier sont tous deux de
taille n = 2¢, pour un entier £ > 1. On note A(t) = S0 J a;it’ et B(t) = 7~ bit' ces
polynomes.

L’algorithme développé par Karatsuba en 1960 pour multiplier deux tels polynémes re-
pose sur une approche de type diviser pour régner. Pour cela, on commence par découper
chaque polynéme en deux parties de taille n/2 en écrivant

A(t) = Ay(t) - £72 + Ag(t), avee Ag(t) = M2 aitt et Ay(t) = Y2  ay oyt et
B(t) = By(t) - t"* + By(t), avec By(t) = Z?:/(Q)_l bit' et By(t) = Z?:/(Q)_l by j2+it".

Le produit A(t) x B(t) est alors donné par
A(t) X B(t) = A1B1 4 (AOBl + AlBo) . tn/2 + AOBO-

Tel qu’écrit ci-dessus, le produit de deux polynomes de taille n requiert 4 produits de
polynoémes de taille /2 (les produits AgBy, AgBi, A1 By et A1 By), ce qui n’apporte aucun
avantage par rapport a l'algorithme naif.

Cependant, la méthode de Karatsuba permet d’effectuer le méme calcul en seulement 3
produits de taille n/2; au prix de quelques additions et soustractions supplémentaires, en
remarquant que

A(]Bl —|— AlBO — (AO + A1>(BO —|— Bl) — AOBO — AlBl-

Question a développer pendant ’oral : Quels sont ces 3 produits de taille n/27 En
remarquant qu’il est possible d’appliquer récursivement la méthode de Karatsuba pour
calculer ces produits, écrivez un algorithme calculant le produit de deux polyndémes par
cette méthode. Quel est sa complexité en temps et en mémoire ? Indiquez le nombre exact
d’additions et de multiplications dans Z/pZ requises pour multiplier deux polynémes de
taille n = 2¢.

Question 5 Calculez les produits de polynémes suivants et donnez leur signature :
a) P21371(t) X P213’2(t), b) P214’1<t) X P214’2(t), C) P215’1(t) X P21572(t).

Question a développer pendant 1’oral : Peut-on appliquer I'algorithme de Karatsuba
a des polyndmes dont la taille n n’est pas une puissance de 27 Si oui, comment ? Donnez
une borne supérieure de la complexité de cet algorithme en fonction de n. Et lorsque les
deux polynémes n’ont pas la méme taille ?

4 Meéthode par transformée de Fourier rapide

4.1 Multiplication par évaluation-interpolation

La multiplication par transformée de Fourier rapide appartient & la famille des algo-
rithmes de multiplication par évaluation-interpolation. Ces algorithmes reposent sur la
propriété qu'un polynéme A(t) de taille n défini sur Z/pZ peut étre représenté de maniére
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unique par son évaluation en n points distincts (¢;)o<i<n, de Z/pZ : I'unicité de l'interpo-
lation polynomiale nous permet en effet de retrouver les n coefficients du polynéme étant
données les n valeurs (A(t;))o<i<n-

Il se trouve de surcroit que l’évaluation du produit de deux polynomes A(t) et B(t) en
un point ¢; est égale au produit de I'évaluation des deux polyndémes en ce méme point :

(A x B)(t;) = A(t;) x B(t,).

Ainsi, lorsque I'on souhaite multiplier deux polynémes A(t) et B(t) de taille n, on peut
— évaluer ces polyndmes en un nombre m de points distincts (¢;)o<i<m afin d’obtenir
les m-uplets (A(t;))o<i<m et (B(t:))o<i<m ;
— calculer les m produits point-a-point A(¢;) x B(t;) pour 0 <i < m; et
— interpoler le polynome A(t) x B(t) a partir des m produits précédents.
Bien entendu, tous ces calculs s’effectuent modulo p.

Question a développer pendant ’oral : Quelle est la taille du produit A(t) x B(t)
lorsque A(t) et B(t) sont de taille n? Déduisez-en la valeur de m, le nombre de points
d’interpolation nécessaires pour déterminer uniquement tous les coefficients de A(t) x B(t)
grace a cet algorithme.

Il nous reste donc a trouver des points d’interpolation permettant d’effectuer efficacement
ces étapes d’évaluation et d’interpolation.

4.2 Racines de 'unité

Pour rappel, les polynémes que nous considérons sont & coefficients dans Z/pZ, avec
p = 12289.

Pour tout entier positif n, nous définissons alors R,,, ’ensemble des racines n-iémes de
I'unité de Z/pZ, comme suit :

Ry ={w€Z/pZ | w" = 1}.

Comme R,, est 'ensemble des racines dans Z/pZ du polynéme " — 1, il ne peut y avoir
plus de n racines de 1'unité. De plus, si p ne divise pas n, alors ce polynéme n’admet
aucune racine multiple.

Nous définissons aussi P,,, ’ensemble des racines n-iémes primitives de l'unité :

P, ={w € R, | w?# 1 pour tout d divisant n, d # n}.

Question a développer pendant 1’oral : Calculez R3, ’ensemble des racines cubiques
de l'unité dans Z/pZ. Lesquelles sont primitives ?

Question 6 Pour chacun des couples (n,b) suivants, calculez la racine primitive w € P,
telle que la différence (w — b) mod p soit la plus petite possible. Si P, est vide, renvoyez
L

a) (2°,wy), b) (22, wiqp), c) (2", w1000)-

Question a développer pendant ’oral : Montrez que toute racine n-iéme primitive de
I'unité w € P,, permet de générer I’ensemble des racines n-iemes de I'unité R, c’est-a-dire
que

R, = {w’wh, .. w1t

Si une telle racine primitive existe, quel est alors le cardinal de R,, ?
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4.3 Transformée de Fourier discréte

Etant donné un polynéme A(t) = Z?;Ol a;t" de taille n et w une racine n-iéme primitive
de T'unité dans Z/pZ, la transformée de Fourier discréte de ce polynéme en w, notée
TFD,,(A), est I'évaluation de celui-ci en les n points distincts (w')o<i<y,

TFDw(A) = (A(wi))0§i<n.

Dans le reste de cette partie, nous posons wgiz = 2014 € Z/pZ et, pour tout entier
0 < ¢ < 12, nous définissons wqyr = w%lljfz. On pourra vérifier que wye € Pye pour tout
0<l< 12

Question a développer pendant 1’oral : Ecrivez un algorithme qui, étant donné un
polynome A(t) de degré n = 2, calcule de maniére naive TFD,, ,(A), la transformée de
Fourier discréte de ce polyndéme en wqye. Quelle est sa complexité en temps et en mémoire ?

Question 7 Pour chaque polynéme P, ;,(t) de taillen = 2¢ suivant, calculez TFD,,, (Pok),
sa transformée de Fourier discréte en wye, et donnez la signature de cette transformée :

a) P24’0<Zf), b) p28,1(t), C) P21272(t).

Etant donné un polynome A(t) de taille n et une racine n-i¢éme primitive de 'unité w € P,
on peut considérer le polynome de taille n associé aux n coefficients de la transformée de
Fourier discréte de A(t) en w, que 1'on note A(t) :

En appliquant 'opération une seconde fois, mais en prenant cette fois-ci w™' (I'inverse
multiplicatif de w dans Z/pZ) comme racine primitive de 'unité, on obtient alors le
polynome de taille n

dont les coefficients sont directement donnés par TFD,,-1(A).

Question a développer pendant ’oral : Vérifiez que A(t) = n- A(t). Déduisez-en que
les coefficients de I'interpolation d’un polynéme de taille n a partir de son évaluation en
les racines n-iémes de 'unité (w')o<;<, sont donnés par

TFDSY(A) = TFD,-1(A)/n,

appelée transformée de Fourier discréte inverse de A(t) en w. (Notez bien que la division
par n ci-dessus est effectuée dans Z/pZ : elle correspond en fait & une multiplication par
n~1 mod p, inverse multiplicatif de n modulo p.)

Indication. Afin de prouver le résultat précédent, remarquez que Z;:Ol (W¥) mod p=10
pour tous n > 0, k # 0 non divisible par n et w € P,,.

Question 8 Pour chaque polynéme P, (t) de taillen = 2° suivant, calculez TFD;; (Pok),
sa transformée de Fourier discréte inverse en wye, et donnez la signature de cette trans-
formée :

a) Pyy(t), b) Py 4(t), c) Py s(1).
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4.4 Transformée de Fourier rapide

Si la transformée de Fourier discréte et son inverse présentées dans la section précédente
permettent d’évaluer et d’interpoler un polyndéme aux n racines n-iémes de 1'unité de
7./pZ, la complexité de 'algorithme naif pour calculer ces transformées est trop élevée
pour que cette approche présente un quelconque avantage par rapport a l'algorithme de
multiplication classique ou a la méthode de Karatsuba.

Cependant, I'algorithme de transformée de Fourier rapide, initialement mis au point par
Gauss en 1805 puis redécouvert en 1965 par Cooley et Tukey, permet de calculer la
transformée de Fourier discréte d’un polynéme bien plus efficacement.

Soit n un entier pair et A(t) = 7~ a;t’ un polynome de taille n. On définit alors les
deux polynomes A (t) et AN (t) de taille n/2 par

n/2—1 n/2—1

= Z agt’ et A(l)(t) = Z azi1t’,
=0 =0

de sorte a ce que l'on ait A(t) = A©(t?) + AD(#2) . ¢.

La transformée de Fourier discréte TFD,(A), pour w € P, revient donc & calculer les
évaluations A(w') = A®(w?) + AW (w?) - W’ pour tout 0 < i < n.

Or, on peut remarquer que w? est une racine (n/ 2) iéme primitive de 'unité et que,
pour tout 0 < i < n/2, w¥ = w2 Ainsi, AQ (W) = A (W2H+/2)) est le i-ieme
coefficient de TFD,2(A®), la transformée de Fourier discréte de A, de taille n/2, en
w? € P,2. Il en va de méme pour les évaluations A (w?).

Ainsi, si 'on note les (n/2)-uplets

~(0) _ (0) ~(1) _ 1)
<al )OSM/Q TFD.2(A©) et (az TFD,2(AD),

)0§i<n/2

obtenus en calculant deux transformées de Fourier discrétes de taille n/2, on obtient les

coefficients de la transformée de A(t) par A(w') = az((glo At al( 1210 d (n)2) - Wi

On remarque enfin que, si n est une puissance de 2, il est possible d’appliquer ce processus
récursivement afin de calculer les transformées de taille n/2 de la méme maniére, et ainsi
de suite, jusqu’aux transformées de taille 1 qui ne sont rien d’autre que 'identité.

Question a développer pendant l’oral : Grace aux observations précédentes, re-
trouvez l'algorithme de calcul de transformée de Fourier rapide d’un polynéme de taille
n = 2°, en faisant 'hypothése que Py ne soit pas vide. Quelle est sa complexité en temps
et en mémoire ?

Remarque. 1l est possible d’économiser encore quelques opérations dans 'algorithme
de transformée de Fourier rapide en remarquant que w'*™? = —w' pour tout w € P,,.

4.5 On recolle les morceaux

En utilisant les réponses aux questions précédentes et les algorithmes que vous avez mis
au point, vous devriez a priori tout avoir pour calculer le produit de deux polynémes A(t)
et B(t) de taille n = 2¢ avec ¢ < 12. Pour mémoire, la marche & suivre est la suivante :
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1. évaluer A(t) et B(t) en les 2! racines de I'unité Roe41 en calculant leur transformée
de Fourier discréte de taille 244! en w1 grace a l'algorithme de transformée de
Fourier rapide;

2. effectuer les 2“7 multiplications point-a-point & = A(wi,,) X B(wi);

3. interpoler le polynome C(t) = A(t) x B(t) en les racines (2°+1)-iémes de I'unité en
appliquant la transformée de Fourier discréte inverse en wyet1 & nouveau grace a
I’algorithme de transformée de Fourier rapide.

Question a développer pendant ’oral : Quelle est la complexité de cet algorithme,
en temps et en mémoire ? Indiquez le nombre exact d’additions et de multiplications dans

Z/pZ.

Question 9 En utilisant cet algorithme de multiplication, calculez les produits de poly-
nomes suivants et donnez leur signature :

a) P28’1<t> X P2872(t), b) P210,1(t) X P21072(t), C) P211’1(t) X P21172(t).

Question a développer pendant l'oral : De méme que l'algorithme de Karatsuba
peut étre utilisé pour découper une multiplication de deux polynémes de taille 2n en trois
multiplications de polynomes de taille n, 'algorithme de multiplication par transformée
de Fourier rapide peut ici étre utilisé pour découper une multiplication de deux polynémes
de taille 2''n en 22 produits de polynomes de taille n, ainsi que des multiplications de
polynomes de taille n par un scalaire. Expliquez comment adapter votre algorithme afin
de pouvoir I'utiliser de maniére récursive et ainsi multiplier des polynémes de plus grande
taille. Quelle est la complexité en temps de cet algorithme ?

Question 10 Calculez les produits de polynémes suivants et donnez leur signature :
a) P21671(t) X P21672(t), b) P21871<t) X P21872(t), C) P22071(t) X P22072(t).

%

R
¢
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Fiche réponse type: Multiplication rapide de polynémes

up : 42
Question 1

a) (15207, 8469, 11652)

b) (22624, 13835, 2210)

o) (5765, 14177, 8555)
Question 2

a) (418,975, 479)

b) (672,405, 199)

Q) (360,901, 842)
Question 3

a) (427,312, 246)

b) (40,649, 116)

Q) (739,692, 810)

d) (199, 359, 979)
Question 4

a) (43,500, 89)

b) (459, 572, 349)

Q) (897,396, 706)

I/11

Question 5
5 | (833,610,142)
py | (249,846, 142)
o | (863,811,472)
Question 6
a) 1212
p | 11902
c) 1
Question 7
o | (932,648, 526)
5 | (728,563,327)
c) (687 2, 705)
Question 8
a) (725; 326, 298)
5 | (806,644, 661)
o | (946,445, 750)
Question 9
a) (148, 583, 153)




b)

c)

(959, 926, 915)

(537, 70, 292)

Question 10

a)

(660, 950, 930)

11 /11

b)

(952,129, 945)

(2,386, 811)




Fiche réponse: Multiplication rapide de polynémes

Nom, prénom, Ug: ............... it

Question 1 Question 5
a) a)
b) b)
c) c)

Question 2 Question 6
a) a)
b) b)
c) c)

Question 3 Question 7
a) a)
b) b)
c) c)

0 Question 8
Question 4 a)
a) b)
b) c)

0 Question 9
a)
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