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H,:

N’oubliez en aucun cas de recopier votre uyg
a 'emplacement prévu sur votre fiche réponse

Important.

Lorsque la description d’'un algorithme est demandée, vous devez présenter son fonction-
nement de fagon schématique, courte et précise. Vous ne devez en aucun cas recopier le
code de vos procédures!

Quand on demande la complexité en temps ou en mémoire d’un algorithme en fonc-
tion d’'un paramétre n, on demande 'ordre de grandeur en fonction du paramétre, par
exemple: O(n?), O(nlogn),...

Il est recommandé de commencer par lancer vos programmes sur de petites valeurs des
paramétres et de tester vos programmes sur des petits exemples que vous aurez
résolus préalablement a la main.







1 Introduction

On définit un polygone du plan P par la suite de ses sommets (s;)i—o.n_1. Les arétes
du polygone sont les segments [sq, s1[, [$1,52], -+ [Sn—2,Sn_1[, [Sn—1,S0[. Un polygone
partitionne le plan en deux parties connexes : l'intérieur de P, noté P et Uextérieur du
polygone. Un point x appartient a I'intérieur P du polygone si et seulement si une demi-
droite quelconque issue de x intersecte un nombre impair d’arétes. Un polygone est dit
simple si ses arétes sont deux a deux non sécantes.
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Un polygone simple P = (s, ...s,_1) est une étoile si il existe un point ¢, appelé centre
de P, appartenant a l'intérieur de P, tel que pour tout point x appartenant a P, le
segment [c, z] est inclus dans P. Remarquons que le centre d'une étoile n’est en général
pas unique. On appelle rayons de P les segments |c, s;], pour ¢ = 0,...n — 1. Toute étoile
P = (s0,...5,-1) se décompose en une union de triangles issus d’un centre du polygone
et d’intersection réduite au centre ¢ ou a un rayon [c, s;|, pour i = 0,...n — 1.

2 Suite entiére pseudo-aléatoire
Considérons la suite d’entiers (u;) définie pour i > 0 par :

votre uy (G reporter sur votre fiche) sii =0
U; =
8191 X u;—; mod 30269 sit>1

Attention : On choisira ug strictement positif et inférieur ou égal & 30 268.
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Question 1 Calculer : a) U0, b) U100 €F C) U1000-

Notons (v;) la suite de nombres rationnels appartenant a U'intervalle |0, 1], définie pour
1 >0:

U;
V; =
30269

3 Intersection de droites et de segments

On programmera trois fonctions calculant respectivement :

— l'intersection de deux droites,

— D'intersection d’une droite horizontale et d’un segment,

— lintersection de deux segments.

Ces fonctions devront distinguer plusieurs cas. En effet, deux droites peuvent étre coli-
néaires, paralléles ou sécantes. De méme deux segments peuvent avoir pour intersection
I’ensemble vide, un point ou un segment.

On considérera qu’une droite est définie par une équation ax + by = ¢ et que les points
d’un segment sont solutions d’un systéme d’inéquations de la forme :

ar+by = ¢
1 <bx—ay < c

Dans la suite du sujet, a 'exception de I'intersection d’une demi-droite horizontale avec
un ensemble de segments, les droites et les segments considérés seront ni verticaux ni
horizontaux. On peut donc supposer que les coefficients a et b sont non nuls.

Question a développer pendant I’oral : Détailler un algorithme de décision de la
vacuité de lintersection de deux segments définis par les coordonnées cartésiennes de
leurs extrémités.

Soit la suite de segments a; = [p;, p;] dont les extrémités sont définies par leurs coordon-
nées p; = (x;,y;) et pi = (z},y.), avec :

Ty = Uy

Yi = Vgin1
96; = Ugi42
Yi = Viits

Question 2 a) Calculer le cardinal de I'ensemble des paires (i,j) telles que 0 < i < j <
100 et a; Na; # 0.

4 Polygones et étoiles
Soient les paramétres n et m, entiers positifs non nuls.
Soit 'ensemble d’entiers I = {i|i > 0 et uy; = 0 mod m} et la suite de points (s;)er,

avec s; = (x;,y;) défini comme suit :
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o 2mi
T; = U241 COS "

Yi = Ugiyrsin
Pour tout k& > 0, P, est le polygone défini par la sous-suite de sommets

(si)ier tels que kn<i<(k+1)n

Question 3 Fixons n = 17 et m = 3. Calculer le nombre de sommets des polygones a)
Py, b) Py et €) Piooo.

Soit (¢,,) la suite définie par récurrence :

co = le plus petitk > Otel que Dorigine est un centre de Py et
P, posséde au moins 3 sommets
Vi>0 c¢o1 = le plus petit k > ¢; tel que Dorigine est un centre de Py et

P, posséde au moins 3 sommets

On remarquera que pour tout k& > 0, Py est une étoile admettant 1’origine (0,0) pour
centre si et seulement si (0,0) € Py,

Soit (Q;) la suite d’étoiles centrées a l'origine et ayant au moins 3 sommets, définie par
Q; = P,,, pour tout 7 > 0.

Question 4 Fixons n = 17 et m = 3. Calculer a) c¢1, b) ¢10 et ¢) c100

5 Appartenance d’un point a l'intérieur d’une étoile

On peut utiliser la décomposition d’une étoile en union de triangles pour donner un
meilleur algorithme de décision de 'appartenance d’un point r & l'intérieur d’une étoile
centrée a 'origine P = (s, . .. $,_1). Pour cela, il convient de concevoir un algorithme per-
mettant de rechercher le triangle (c, s;, Si+1 mod ») contenant r, si il existe, en temps o(n).
L’idée est de passer en coordonnées polaires et de construire un tableau qui partitionne
l'intervalle [0,27] en une suite d’intervalles [0, ag[, [ao, 1], - .., [@n—2, n_1], [an_1,27],
avec «; étant I'angle que forme le rayon [(0,0), s;] avec 'axe des abscisses, pour tout
0 < i < n. Ce tableau sera ensuite utilisé pour faire une recherche par dichotomie de
I'intervalle contenant ’angle o que forme la demi-droite issue de 'origine et passant par
r avec l'axe des abscisses.

Question 4 développer pendant ’oral : Détailler I'algorithme de recherche dichoto-
mique. On justifiera sa complexité en temps.

Soit )y I'étoile définie en partie 4, en prenant n = 8191 et m = 5. Soit 'ensemble fini
de points R = {rg,...rx_1}, avec k = 5000. Pour tout 0 < i < k, les coordonnées
cartésiennes de r; = (x;,y;) sont définies comme suit :

T; = 2U40, — 1
Yi = 20U949p41 — 1

Question 5 a) Quel est le cardinal de RN Q, 7
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6 Union et intersection d’étoiles centrées & ’origine

L’ensemble des intérieurs d’étoiles ayant l'origine pour centre est fermé par union et
intersection. Ceci nous permet de définir une opération d’union sur les polygones : pour
toute paire d’étoiles centrées a l'origine P et P', PU P’ est I'unique étoile dont 'intérieur
est égal & P U P’. De méme l'intersection de deux étoiles centrées a l'origine est définie
par : PNP' =PnNP.

Ces définitions de 'union et de I'intersection ne sont pas constructives : elle ne définissent
pas explicitement les sommets des étoiles P U P et PN P'.

On remarquera que 'union de deux étoiles centrées a l'origine P = (sq,...s,_1) et P’ =
(g, .- - Sp_q1) est étoile dont 'ensemble des sommets S est le plus petit ensemble tel que :

Vi, 0 <i <k, s; &P = s, €8
Vi, 0<j <k, si¢P = s el
Vi,j, 0<i <k, 0<j <k, [si8i41 moak]N[8};8)1 meaw] =12} = 2€S8

—

Vi,j, 0<i <k, 0<j<K, [5i8i11 modk| N[5} 8)1 meaw) =[T:yl = z,y€S8
On remarquera qu’en énumérant les sommets et les arétes de P et de P’ dans le sens
trigonométrique, il est possible de calculer S en temps O(k + k') et non O(kk") comme le
laisse supposer la définition de S.

Question a développer pendant 1’oral : Détailler ’algorithme et les structures de
données employés pour calculer les intersections des arétes de deux polygones. Justifier
la complexité en temps de I’algorithme.

Dans ce qui suit, on fixera n = 337 et m = 4. Soit (Q;) la suite d’étoiles définie en partie 4.
m =5).

Question 6 a) Quel est le nombre de sommets de (Qy n’appartenant pas a Q1 7 b) Quel
est le nombre de sommets de Q1 n’appartenant pas a Qo 7 ¢) Quel est le nombre de paires
d’arétes de Qg et de ()1 s’intersectant ?

Question 7 a) Quel est le nombre de sommets de Q2 U Q3 7 b) Quel est le périmétre de
Q2UQ37
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On adaptera le programme développé pour calculer I'intersection de deux étoiles centrées
a l'origine.

Question 8 a) Quel est le nombre de sommets de Q4 N Q5 7 b) Quel est le périmétre de
QiNQs?
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Nom, prénom, Ug: ................coiiiiiii .
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Question 6
b)
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a) a)
b) b)
Question 8
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a) b)
b)
&
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c) ¢
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